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PRÉFACE. 


La question si l’ainsi dite hypothèse du continu est vraie ou non 
appartient aux problèmes les plus difficiles de la mathématique 
contemporaine. La présente monographie ne tend point à résoudre 
ce problème; elle a pour but de faire connaître au lecteur les consé- 
quences que l’hypothèse du continu implique. 

Il y a des personnes, même parmi les savants éminents, qui 
doutent de la possibilité de jamais résoudre le problème du con- 
tinu. Dans ces conditions, les conséquences de l’hypothèse du con- 
tinu peuvent être considérées pratiquement comme si elles étaient 
vraies. En tout cas, on peut affirmer avec certitude qu’une ten- 
tative d’ébranler une conséquence quelconque de l’hypothèse du 
continu serait non moins difficile que la tentative d’ébranler l’hy- 
pothèse même. 

Ce fait justifie déjà l’intérêt qu’il y ait de prendre connais- 
sance des conséquences qui résultent de l’hypothèse du continu. 
Chacune de ces conséquences donne naturellement lieu à la ques- 
tion si on peut la démontrer sans l’hypothèse du continu (ou, du 
moins, à l’aide des hypothèses plus faibles) ou bien si elle est, par 
contre, équivalente à cette hypothèse. Partout où c’était possible 
je tachais de tenir compte de ces questions, en indiquant au be- 
soin le dégré des difficultés qu’elles comportent. Quant à la ma- 
nière de déduire les conséquences de l’hypothèse du continu, je 
tachais autant que possible d’établir d’abord sans cette hypothèse 
les théorèmes généraux pour en tirer ensuite ces conséquences 
par l’application directe de l’hypothèse en question. 
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L’introduction de ce livre a pour but d’expliquer en quoi con- 
siste l’hypothèse du continu et l’ainsi dit problème du continu. J’y 
donne deux énoncés de l’hypothèse du continu: Tun basé sur la 
notion de quantité (puissance d’un ensemble) et l’autre sur celle 
d'ordre. Plusieurs propositions équivalentes à cette hypothèse sont 
recueillies et envisagées dans le chapitre 1. 

Le chapitre II est consacré à une conséquence extrêmement 
importante de l’hypothèse du continu, tirée en 1914 par M. N. Lu- 
sin; j’en déduis une série d’autres conséquences, dont quel- 
ques unes sont très récentes ou même publiées ici pour la pre- 
mière fois. Le chapitre III contient l’étude des relations entre 
la catégorie de B a i r e et la mesure de Lebesgue autant 
qu’elles découlent de l’hypothèse du continu. Un grand nombre 
d’autres conséquences de cette hypothèse sont traitées dans le 
chapitre IV. 

Les rapports entre l’hypothèse du continu, qui est en dernier 
lieu une proposition de pure existence ^), et les ainsi dits problè- 
mes d'effectivité occupent le chapitre VL Les chapitres V et VII 
sont consacrés respectivement à deux hypothèses, l’une peut être 
plus faible (celle des alephs inaccessibles) et l’autre peut être plus 
forte (V hypothèse de Cantor sur les alephs) que l’hypothèse du 
continu. 

Enfin, le supplément à la fin du livre contient une méthode 
imaginée tout récemment par M. N. Lusin pour éliminer l’hypo- 
thèse du continu de quelques propositions déduites de cette hy- 
pothèse. 

Sans prétendre d’epuiser toutes les conséquences ou appli- 
cations de l’hypothèse du continu qui soient connues dans la lit- 
térature mathématique, je me suis proposé d’en exposer ici au 
moins celles qui me semblent importantes et d’en étudier les rap- 


9 à savoir, de l’existence d’une correspondance biunivoque entre Ten- 
semble de tous les nombres réels et celui des nombres ordinaux transfinis de 
deuxième classe. 
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ports mutuels (cf. la table des relations, p. 178). Bien entendu, 
j’ai taché avant tout de me tenir au côté mathématique et non 
philosophique de la question. 

La lecture du livre n’exige de la part du lecteur qu’une con- 
naissance élémentaire des notions fondamentales de la Théorie 
générale des ensembles et de leurs principales propriétés (cf. p. 
ex. le début des tomes I, II et surtout du tome III de cette col- 
lection). J’emploie les notations usuelles; les autres sont recueil- 
lies p. 8. 

En terminant, je tiens à exprimer ici mes remerciements à 
M. Bronislaw Knaster, qui n’a ménagé ni son temps ni son tra- 
vail à relire le manuscrit et et la plupart des épreuves de ce livre, 
et auquel je dois quelques précieux conseils concernant le grou- 
pement d’une partie des matériaux, de même que plusieurs re- 
marques positives en matière du texte. 

Waclaw Sierpinski. 

Varsovie, Avril 1934. 




INTRODUCTION. 


L’hypothèse du continu et le problème du continu. 

On dit que deux ensembles M et N (formés d’éléments quel- 
conques) ont la même puissance, s’il existe entre leurs éléments une 
correspondance biunivoque (c’est-à-dire, si leurs éléments peuvent 
être rangés en couples d’une manière que chaque couple contienne 
un élément de l’ensemble M et un élément de l’ensemble N, tout 
élément de TW ou de A/^ ayant son couple). 

Les ensembles qui ont la même puissance que l’ensemble de 
tous les nombres naturels (1, 2, 3, ...) sont dits dénombrables. Les 
ensembles qui ont la même puissance que l’ensemble de tous les 
nombres réels sont dits de puissance du continu. Les ensembles con- 
nus formés de nombres réels ou bien de points d’un espace eucli- 
dien à un nombre quelconque de dimensions sont soit finis, soit 
dénombrables, soit de puissance du continu. On ne connait no- 
tamment aucun ensemble individuel de nombres réels dont on 
sache qu’il n’est ni fini, ni dénombrable, ni de puissance du con- 
tinu. Cependant, malgré tous les efforts, on ne sait pas démon- 
trer que ces cas doivent se présenter toujours. 

L'hypothèse du continu (Cantorsche Kontinuumhypothese) 
peut être exprimée d’une façon élémentaire comme l’hypothèse 
que tout ensemble indénombrable de nombres réels a la puissance 
du continu. 

Si l’hypothèse du continu est vraie, la théorie des ensembles 
subira d’importantes simplifications. Tout d’abord, on saura quel- 

W. Sierpiliski, Hypothèse du continu. 1 
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les peuvent être les puissances des sous-ensembles d’un des en- 
sembles les plus importants pour l’Analyse Mathématique: à savoir 
de celui de tous les nombres réels. Ensuite, pour démontrer qu’un 
ensemble infini de nombres réels a la puissance du continu (ce 
qu’il est souvent important de savoir), il suffira de prouver qu’il 
n’est pas dénombrable. Plusieurs démonstrations connues pourraient 
donc être remplacées par les démonstrations beaucoup plus simples. 

Or, on a tiré de l’hypothèse du continu maintes conséquences, 
dont aucune n’a conduit à une contradiction et dont plusieurs ont 
été ensuite démontrées sans cette hypothèse. D’autre part, plu- 
sieurs propositions importantes de diverses branches des Mathé- 
matiques ne peuvent être démontrées à l’état actuel de la science 
qu’en faisant intervenir l’hypothèse du continu. On connait même 
un certain nombre de propositions intéressantes qui sont équi- 
valentes à cette hypothèse. 

Tout cela justifie le vif intérêt que présente l’hypothèse du 
continu. Même pour les personnes qui ne reconnaissent par les 
raisonnements basés sur cette hypothèse, il est important de sa- 
voir quelles sont les démonstrations qui l’utilisent et quelles sont 
les propositions qu’actuellement on ne sait pas démontrer sans 
faire appel à cette hypothèse (ou à une de ses conséquences). 

Une autre manière d’énoncer l’hypothèse du continu est liée 
à la notion d,' or dre. 

Un ensemble donné U est dit ordonné, si a et ô étant deux 
éléments distincts de U, il est convenu qu’un de ces éléments, et 
notamment lequel, soit regardé comme précédent l’autre; on écrit 
a <t^b pour désigner que a précède b. La convention en question 
peut être d’ailleurs quelconque, mais elle doit vérifier (pour tous 
les éléments a, b, c de U) les deux conditions suivantes: 1® la rela- 
tion a <é,b exclut la relation b <d,a et 2“ les relations n <; 6 et 
6 < c entraînent la relation fl <| c. 

Si, dans un ensemble ordonné t/, il y a un élément qui n’est 
précédé par aucun autre élément de cet ensemble, on l’appelle 
premier élément de l’ensemble U. 
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Un ensemble ordonné dont tout sous-ensemble non vide ad- 
met le premier élément est dit bien ordonné. 

Etant donné un élément a de l’ensemble bien ordonné B, l’en- 
semble de tous les éléments de B qui précèdent a s’appelle se- 
gment de B. 

On démontre que tous les ensembles bien ordonnés indénom- 
brables dont tous les segments sont finis ou dénombrables ont 
la même puissance, qui est désignée par Si (aleph-un). 

Par hypothèse du continu on entend d’habitude l’hypothèse 
que la puissance du continu est aleph-un, ce qu’on peut écrire (en 
faisant l’emploi des puissances des nombres cardinaux *) sous la 
forme de l’égalité: 

(1) 2K- = Kl 

(où Ko désigne la puissance d’ensemble dénombrable et, par suite, 
2^» celle du continu). Dans la suite nous appellerons cette égalité 
hypothèse H. 

On ne sait pas jusqu’à présent si l’égalité (1) est vraie ou 
non ^). Il existe même des personnes qui ne croient pas à la pos- 
sibilité de résoudre ce problème sans admettre un nouvel axiome. 


Voir mes Leçons sur les nombres transfinis. Collection Borel, Paris 1928, 
où le lecteur pourra compléter ses connaissances des éléments de la Théorie 
générale des ensembles, avant de continuer la lecture de la présente mono- 
graphie. II pourra se servir aussi des chapitres initiaux de trois premiers 
tomes de ces „Monografje Matematyczne“, où diverses parties de la théorie en 
question sont rappelées en abrégé. 

2) En 1925 M. D. H i 1 b e r t a publié un Mémoire (Ober das Unendliche^ 
Math. Annalen 95, p. 161 — 190), dans lequel il s’occupe de la démonstration 
de la formule (1). D’après M. A. Fraenkel (Zehn Vorlesiingen über die Grand- 
legung der Mengenlehre, Leipzig u. Berlin 1927, p. 37 et p. 92) ce n’est plutôt 
qu’une esquisse de démonstration, liée encore avec des grandes difficultés, 
car plusieurs lemmes essentiels restent à établir (cf. aussi A. Fraenkel, 
Einleitung in die Mengenlehre^ 3-me éd., Berlin 1928, p. 67, p. 301 et p. 375). 
Voici encore l’opinion de M. N. L u s i n (Annali Scuola Norm. Sup. di Pisa 
Ser. II, vol. II (1933), p. 269): 
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Au premier regard on pourrait penser que la formule (1) 
équivaut à la proposition que tout ensemble indénombrable de 
nombres réels a la puissance du continu. La démonstration d’une 
telle équivalence peut être en effet donnée sans peine, mais on 


„Pour montrer que la proposition «la puissance du continu est Xj» est 
non contradictoire dans le domaine de l’Analyse Mathématique, M. David 
Hilbert établit une correspondance univoque et réciproque entre les défi^ 
nitions mêmes des nombres irrationnels d’une part et des nombres transfinis 
de deuxième classe d’autre part. Ainsi sa méthode diffère sensiblement de 
l’ordre d'idées indiqué, où l’on cherchait à établir l’existence (ou l’absence) 
d’une correspondance entre les nombres mêmes irrationnels et transfinis, sans 
se préoccuper de la manière dont nous concevons les nombres irrationnels ou 
transfinis. Bref, dans le terrain des idées de G. C a n t o r et des analystes 
qui étaient d’accord avec lui, on n’abordait nullement les développements mé- 
tamathématiques. 

En attendant des nouvelles publications dans la voie ouverte par les 
idées de M. David Hilbert, nous allons faire ici deux remarques. 

D’abord, en analysant les définitions mêmes des divers nombres irra- 
tionnels, la méthode de M. David Hilbert emploie les expressions méta- 
mathématiques dites fonctionnelles: on définit un nombre irrationnel au moyen 
d’une fonctionnelle et la méthode de M. David Hilbert fait la classifica- 
tion de ces fonctionnelles. Mais avant d’obtenir des explications définitives, 
il reste encore un point à éclaircir: comment sommes-nous certains que toutes 
les espèces possibles des fonctionnelles soient réellement épuisées et qu’il ne 
puisse arriver qu’un nombre irrationnel dont on ne conçoit pas la définition 
à présent échappe à nos raisonnements ultérieurs? 

Ensuite une certaine proximité de la méthode de M. David Hilbert 
aux raisonnements de J. Richard peut inspirer quelques craintes. Sans 
doute ce raisonnement: «Prenons toutes les définitions métamathématiques 
des nombres irrationnels et énumérons - les au moyen des entiers positifs; 
puis faisons de même avec les définitions des nombres transfinis, etc.» serait 
trop simpliste, parce que cette énumération même n’appartient probablement 
pas au domaine de la métamathématique. Cependant le raisonnement de 
J. Richard est une épreuve pour ceux qui veulent pénétrer dans les my- 
stères de l’infini ainsi qu’indique avec toute raison M. Emile B o r e 1“. 

Cf. aussi N. L U s i n. Sur les voies de la théorie des ensembles, Atti del 
Congr. Intern. dei Matematici, Bologna 1928, t. I, p. 295 et suivantes. 
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doit faire appel à Taxiome de M. Zermelo (Auswahlpostulat) 
Nous ne savons pas, en effet, démontrer sans l’axiome du choix 
que tout ensemble ayant la même puissance que chacun de ses 
sous-ensembles indénombrables a la puissance Kj, ni, non plus, 
que tout ensemble non dénombrable — même que tout ensemble 
de puissance du continu — a une puissance supérieure ou égale 
à Kl ^). Or, nous savons démontrer sans l’axiome de M. Z e r - 
m e 1 0 que la formule (1) entraîne la proposition suivante: tout 
ensemble indénombrable de nombres réels a la puissance du con- 
tinu (puisque tout sous-ensemble indénombrable d’un ensemble 
de puissance Ki a la puissance Ki). 

On entrevoit déjà quelles simplifications importantes subirait 
la théorie des ensembles de points, si l’hypothèse du continu était 
démontrée. L’hypothèse du continu implique, en outre, l’existence 
d’un ensemble bien ordonné de puissance du continu; donc, dans 
le cas où la formule (1) était vraie, on pourrait démontrer sans 
faire appel à l’axiome du choix tous les théorèmes dont la démon- 
stration s’appuie sur l’existence d’un ensemble bien ordonné formé 
de tous les nombres réels, c. à d. sur un cas particulier du théo- 
rème de M. Zermelo (Wohlordnungssatz). 

Il faut distinguer entre Vhypothèse du continu et le problème 
du continu (Kontinuumproblem), qui consiste à déterminer la place 
occupée par le continu parmi les alephs^ c. à d. à déterminer le 
nombre ordinal a pour lequel 

Une telle position du problème présume, naturellement, que 
la puissance du continu est un aleph, c. à d. suppose l’existence 
d’un ensemble bien ordonné de puissance du continu. Dans le 


0 Voir p. ex. mon livre Leçons sur les mombres transfinis, Collection 
Borel, Paris 1928, p. 208. 

Cf. mon mémoire L axiome de M, Zermelo ,.. , Bulletin de TAcad. des 
Sc. de Cracovie, 1918. 
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cas où l’hypothèse du continu était vraie,, on aurait ici évidem- 
ment a = 1; or, il n’est pas encore démontré qu’on n’a pas a = 2. 
On a cependant démontré qu’on ne peut pas avoir a = (o; c’est un 
théorème de J. Ko ni g; sa démonstration peut être donnée sans 
utiliser l’axiome de M. Z e r m e 1 o) ^). 

Tout d’abord nous démontrerons ce 

Théorème. Etant donnée une suite infinie 

( 1 ) E^, £ 2 » - . ... 

d'ensembles de nombres réels dont chacun a une puissance Inférieure 
à celle du continu, il existe un nombre réel qui n' appartient à aucun 
ensemble de la suite (1). 

Démonstration. Comme on sait, chaque ensemble par- 
fait P contient une famille Fp de puissance du continu de sous- 
ensembles parfaits de P disjoints, c. à d. sans éléments communs 
deux à deux. 

Soit Pq un ensemble linéaire parfait et borné. L’ensemble E^ 
étant de puissance inférieure à celle du continu et la famille Fp,, 
formée d’ensembles (parfaits) disjoints, étant de puissance du con- 
tinu, il existe un ensemble P^ de la famille Fp, qui n’a aucun 
élément commun avec Ey. Pareillement, il existe un ensemble P^ 
de la famille Fp, tel que P 2 E 2 = 0, et ainsi de suite. On obtient 
de cette manière une suite infinie d’ensembles Pj, Pj, P3, ... tels 
que l’on a pour n — 1,2, ... 

(2) PnZFp^__^ et (3) PnEn = 0. 

Il résulte de (2) d’après la définition de la famille Fp que 
PoZ) PiZ) ••• Les ensembles Pn (n = 1, 2, ...) étant fermés, non 
vides et bornés (en tant que contenus dans l’ensemble borné Pj), 
il existe, comme on sait, un point p tel que p e. Pn pour « = 1, 2, ... 
et on conclut de (3) que p n’appartient à aucun des ensembles 
En {n = 1, 2, 3, ...), c. q. f. d. 

q Cf. N. L U s i n et W. S i e r p i A s k i. Sur une propriété du continu, 
C. R. Paris, t. 175. 
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Théorème de J. K e ni g. 

Corollaire. nt„ (« = 1, 2, 3, ...) étant me suite infinie de nom- 
bres cardinaux tels que pour rt — 1, 2, 3, , on a aussi 

ntl + “*2 + + ••• 

En effet, supposons par contre que m„ (n — 1, 2, ...) soit une 
suite infinie de nombres cardinaux telle que ni„ < 2 ^* et que 

t 

ntl "1“ ... ~ 2^®. 

Il existerait donc (selon la définition de la somme de nom- 
bres cardinaux) dans l’ensemble £ de tous tes nombres réels une 
suite infinie d’ensembles disjoints E„ {n = 1, 2, ...) telle que l’on 
ait En = in„ pour « = 1,2, 3, ... et que fi -f + A + ••• = 
comme ntn < 2^® pour « == 1, 2, 3, ... , cela contredit le théorème. 

Le théorème de J. K ô n i g est une conséquence immédiate 
de ce corollaire et de la formule S,„ = Ki + S-, + X 3 + ... 

Plus généralement, on peut démontrer l’impossibilité de la 
formule 2 ^® = Sa où a est un nombre transfini de deuxième classe 
et de seconde espèce: à ce but il faut seulement s’appuyer sur 
la remarque que pour des tels nombres a on a S^ = ^ S^. On 

%<a. 

peut démontrer aussi que a ne peut être un nombre ordinal de 
seconde espèce, confinai avec < 0 . 

C’est tout ce qu’on sait sur le rang du nombre 2**» dans 
l’échelle des alephs. 

Notre démonstration du théorème de J. Ko ni g fait interve- 
nir l’axiome du choix, mais, comme on voit sans peine, le théo- 
rème de J. Kônig peut être démontré sans faire appel à cet 
axiome. Cela résulte du fait que l’hypothèse d’après laquelle la 
puissance du continu est Sj,, contient l’hypothèse que voici: „le 
continu peut être regardé comme un ensemble bien ordonné”; or, 
cette hypothèse, sans appel à un nouvel axiome, rend superflu 
dans le raisonnement ultérieur le recours à l’axiome du choix. 



NOTATIONS. 


L’ensemble de tous les nombres naturels (c. à d. 


entiers positifs) sera désigné 


par 0), 

l’ensemble de tous les 

nombres rationnels 

par 

r> » 

„ irrationnels 

par 9t, 

» 5Î 

„ réels 

par 

n W 

„ de l’intervalle [0,1] 

par 9. 



CHAPITRE I. 


Propositions équivaientes à i’hypothèse du continu. 

Proposition Pj. L’ensemble de tous les points du plan est 
une somme de deux ensembles dont l'un est au plus dénombrable sur 
toute parallèle à l'axe d’ordonnées et l'autre est au plus dénombra- 
ble sur toute parallèle à l’axe d'abscisses ^). 

1« H ^ Py. Nous démontrerons d’abord le lemme suivant (sans 
faire usage de l’hypothèse H). 

Lemme. Le plan est une somme de deux ensembles, dont l'un 
est de puissance < 2^» sur toute droite parallèle à l’axe d’ordonnées 
et l’autre est de puissance < 2*) **" sur toute droite parallèle à l'axe 
d'abscisses 2). 

Démonstration. Il résulte du théorème de M. Z e r m e 1 o 
qu’il existe une suite transfinie 

(i) ty, ^2, t'^, ... , ... , t^y ... (a tp) 

formée de tous les nombres réels; nous pouvons supposer que le 
type cp de cette suite est le plus petit nombre ordinal de puis- 
sance du continu. 


*) Cette propositioD a été démontrée par moi en 1919; voir Bull. Acad. 
Sc. Cracovie, Séance du 24 Février 1919. Voir aussi Fund. Math. Y, p. 179. 

*) Voir ma note des Comptes rendus de le Soc. des Sc. et des Lettres 
de Varsovie, Classe III, XXV (1932), p. 9-10. 
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Chapitre I. Equivalences. 


Soit P l’ensemble de tous les points {x, y) du plan; désignons 
par A l’ensemble de tous les points t^) où p a < «p et po- 
sons B — P — A. 

Soit a un nombre réel donné: c’est donc un terme de la 
suite (i), p. ex. où a est un nombre ordinal Les 

points de l’ensemble A à l’abscisse x = a sont des points 
où P < a; comme a < (f, on a a < et il en résulte que la 
droite x — a contient un ensemble de puissance < 2^» de points 
de A. 

Or, soit b un nombre réel donné, p. ex. b — 

Les points de B = P — A à l’ordonnée y = b sont, comme on 
voit sans peine, des points t^) où a < P; d’après P < cp on a 
p < et on en conclut que la droite y = b contient un ensemble 
de puissance <. 2^» de points de B. Le lemme est ainsi démontré. 

La proposition résulte aussitôt de notre lemme et de l’hy- 
pothèse H. L’implication H > Pi est ainsi démontrée. 

2° Pi ^ H. Admettôns la proposition Pj et soit P = A+B 
la décomposition du plan dont il s’agit dans celte proposition. 

Soient E un ensemble formé de Kj parallèles à l’axe d’ordon- 
nées et N l’ensemble de tous les points de A qui sont situés sur 
les parallèles formant l’ensemble E. Comme E contient Si droites 
et toute droite de E contient un ensemble au plus dénombrable 
de points de A (d’après la propriété de A) l’ensemble N est de 
puissance < X,. Il en résulte à plus forte raison que la projec- 
tion orthogonale El de l’ensemble N sur l’axe d’ordonnées est de 
puissance < Xi. 

Je dis que n contient tous les points de l’axe d’ordonnées. 
En effet, soit (fi, b) un point donné quelconque de cet axe. La 
droite y = b contient (d’après la propriété de l’ensemble B) un 
ensemble au plus dénombrable de points de 5; or, cette droite 
rencontre les parallèles formant E dans un ensemble de points 
de puissance Xj: parmi ces points il y a donc (une infinité indé- 
nombrable) des points qui appartiennent à A (comme n’apparte- 
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nant pas à B) et leur projection sur l’axe d’ordonnées, notamment 
le point (0,6), appartient à 77 (d’après la définition de FI), 

Nous avons ainsi démontré que 77 contient tous les points 
de l’axe d’ordonnées: la puissance de l’ensemble 77 est donc égale 
à celle du continu; or, comme nous savons, la puissance de /7 
ne dépasse pas Xj. Il en résulte tout de suite que il est 

ainsi démontré que Pi ~> H. 

L’équivalence des propositions Pj et H se trouve donc établie. 

Convenons à présent d’appeler ici courbe tout ensemble des 
points (x^y) du plan qui satisfont à l’équation de la forme 

y ==f(x) ou x=f iy) 

où / est une fonction univoque d’une variable réelle. 

De la proposition Pj on déduit facilement 0 

Proposition P2. Le plan est une somme d'une infinité dénom- 
brable de courbes. 

En effet, soit P — A B la décomposition du plan qui satis- 
fait aux conditions de la proposition Pj. En ajoutant à l’ensem- 
ble A tous les points du plan dont l’ordonnée est rationnelle, et 
à l’ensemble B tous les points du plan dont l’abscisse est ration- 
nelle, on obtient évidemment une nouvelle décomposition du plan 
P = ^15 où l’ensemble A^ est dénombrable sur toute parallèle 

à l’axe d’ordonnées et B^ est dénombrable sur toute parallèle 
à l’axe d’abscisses. L’ensemble ainsi que 5^, se compose donc 
d’une infinité dénombrable d’ensembles dont chacun admet un et 
un seul point sur chaque droite parallèle respectivement à l’axe 
d’ordonnés et à l’axe d’abscisses. Chacun de ces ensembles est 
donc une courbe (dans le sens adopté plus haut). Il est ainsi 
démontré que Pi P 2 . 


*) diaprés une remarque de M. N. L u s i n. Cf. mon livre Zarys Teorji 
Mnogoàci I (en polonais), Warszawa 1928, p. 229 et C, R. Soc, Sc, Varsovie 
XXV, p. 11. 
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Gn voit sans peine que, réciproquement, P 2 ->• Pi- 

Admettons en effet, que le plan soit une somme d’une infinité 
dénombrable de courbes et désignons par A et 5 les sommes de 
toutes les courbes de la forme y = f (x) et de la forme Mfkf {y) 
respectivement. Il est évident que les ensembles A et B satisfont 
aux conditions de la proposition P,, de sorte que P^^Px. 

Les propositions P^ et P^ sont donc équivalentes. La pro- 
position Pi étant, comme nous avons démontré plus haut, équi- 
valente à l’hypothèse H, la proposition P^ l’est donc aussi. 

Il est à remarquer que si, dans l’espace à 3 dimensions, on 
appelle courbe l’ensemble de tous les points {x,y,z) qui satisfont 
aux équations y=f(.x), z — g (x) ou aux équations x = f (y), 
Z = g ou encore aux équations x = f (z), y = g (z), f et g 
désignant des fonctions univoques d’une variable réelle, on peut 
démontrer que l’hypothèse H équivaut à la proposition suivante *): 

Proposition P^a. L'espace à trois dimensions est une somme 
d'une infinité dénombrable de courbes. 

Proposition P^. Il existe une suite infinie de fonctions uni- 
voques d'une variable réelle ffx^f^ixff^ix ), ... , telle que, quel que 
soit l'ensemble non dénombrable N de nombres réels, toutes les fon- 
ctions de la suite, sauf peut être un nombre fini, transforment N 
en ensemble de tous les nombres réels ®). 

V H P». Admettons l’hypothèse H. Il existe donc une 
suite transfinie du type Si, 


Cela résulte sans peine d’une proposition sur l’espace à trois dimen- 
sions, que j’ai démontrée (à l’aide de l’hypothèse H) dans C. /?. Soc, Sc. Var- 
sovie XXV, p. 10. 

Cf . S. B r a U n et W. S i e r p i n s k i, Fund, Math, XIX, p. 2, Propo- 
siton (/?); W. Sierpihski, Bull, Acad. Serbe (Glas) CLII (1932), p. 168 et 
Fund, Math, XX, p. 163. 
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•^uif •^u)-|-2> ••• > •^af ••• (® 

formée de tous les nombres réels différents. 

L’ensemble de toutes les suites infinies de nombres réels, 
ainsi que l’ensemble de toutes les suites infinies de nombres na- 
turels, ayant la puissance du continu, donc, d’après notre hypo- 
thèse, la puissance Ki, il résulte tout de suite de la formule 
qu’il existe une correspondance d’après laquelle à tout nombre 
ordinal a < 2 correspond une suite infinie de nombres réels 
^ 2 , ^3, •■■) et une suite infinie de nombres naturels (nî, ...) 

telles que, quelle que soient la suite infinie de nombres réels 
(•^1, ■") 1^ suite infinie de nombres naturels ^ 2 y ^39 •••)? 

il existe un nombre ordinal a < £1 remplissant les égalités Xj, — tt 
et tih — tik pour Æ = 1, 2, 3, ... 

a étant un nombre ordinal transfini < £1, l’ensemble de tous 
les nombres ordinaux i< a est dénombrable et il existe une suite 
infinie 

f.a ,a f.a 
**1 ) ) ‘’S 5 ••• 

formée de tous ces nombres. 

Soit X un nombre réel donné. Il existe donc un nombre 
ordinal transfini bien déterminé a < Q, tel que x = x^. Posons 
pour k naturels 

( 1 ) Mx) = ha . 

Les fonctions fk{x) {k = 1, 2, 3, ...) sont ainsi définies pour 
tous les X réels. Je dis qu’elles satisfont aux conditions de la 
proposition P,. 

En effet, soit N un ensemble non dénombrable de nombres 
réels et admettons qu’il existe dans la suite /i(^), A W» AW» ••• une 
infinité des fonctions qui ne transforment pas l’ensemble N en 
ensemble de tous les nombres réels. 11 existe donc une suite in- 
finie d’indices /Mj, m^, m ^, ... et une suite infinie de nombres réels 
J'i»>' 2 >J' 3 , - tels que 
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( 2 ) yk non- Z 

Comme nous savons, il existe un nombre ordinal tx < fl tel que 

(3) m-k = r^k et pour k = \,2, 3, ... 

Soit maintenant « un nombre ordinal tel que [i < a < fl. Il 
existe donc un indice k tel que = Sa, d’où d’après (3): 


D’après la formule (1), qui définit la fonction fk{x), on a donc 
fk{Xg)=yk, ce qui prouve d’après (2) que non-ç. N. 

Nous avons donc x^ non-ç. N pour « > ^ de sorte que l’en- 
semble N est au plus dénombrable, contrairement à l’hypothèse. 

Toutes les fonctions de la suite fi(x), f-,(x), ... , sauf peut- 

être un nombre fini, transforment donc l’ensemble N en ensem- 
ble de tous les nombres réels. L’implication H est ainsi dé- 
montrée. 

2® P^-*H. Admettons la proposition Pj et soit N un en- 
semble de nombres réels de la puissance Sj. D’après Pj il existe 
un indice n tel que fn{N) = d'. 

Or, fnix) étant une fonction univoque d’une variable réelle 
et l’ensemble N étant de puissance Xi, l’ensemble fn{N) (qui coïn- 
cide avec l’ensemble d de tous les nombres réels) est donc de 
puissance <; Xp Par conséquent 2*'» Xi, ce qui donne 2*<“ = Xi. 
Nous avons ainsi démontré que P, H. 

L’équivalence des propositions Pg et H est ainsi établie. 

Il est à remarquer que la proposition Pi peut être déduite 
directement de la proposition Pg comme il suit: Jn désignant l’image 
géométrique de la fonction fn{x), c. à d. l’ensemble de tous les points 
{x, y) du plan P, tels que fn{,x) — y, on pose A = /g + + — 

et B — P— A et on démontre facilement *) que les ensembles A et 5 
ainsi définis satisfont aux conditions de la proposition Pj. 


») Voir Fund. Math. XX, p. 165. 
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Proposition P30. Il existe une fonction d’une variable réelle 
f{x) à une infinité dénombrable de valeurs (c. à d. faisant corespon- 
dre à tout nombre réel x un ensemble dénombrable fix)) qui trans- 
forme tout ensemble indénombrable de nombres réels en ensemble £ 
de tous les nombres réels. 

1» Il suffit évidemment de montrer que 

Admettons donc la proposition P3 et soit fi(x),f2{x),fi{x),... une 
suite infinie de fonctions (réelles) d’une variable réelle qui satisfait 
aux conditions de la proposition P3. Etant donné un nombre réel 
X, désignons par f(x) l’ensemble (évidemment dénombrable) formé 
d’ensemble Q (de tous les nombres naturels) et de tous les nom- 
bres réels qui sont termes de la suite infinie /i(^),/2(-^), ^(■’c), 
Soit N un ensemble non dénombrable quelconque de nombres réels. 
D’après la condition de la proposition P3, il existe un nombre 
naturel n tel que fn(.bJ) — £■ Or, la définition de la fonction- 
-ensemble f{x) entraîne tout de suite que f{N) 2) fn{N). On a par 
conséquent f{N) ff) £, ce qui donne aussisôt f(iV) £. La fonction- 
-ensemble f{x) satisfait donc aux conditions de la proposition P30. 
Il est ainsi démontré que P3 -> P30. 

2 Pjû > H. Admettons la proposition P,»; soit f(x) la fon- 
ction-ensemble qui satisfait aux conditions de cette proposition. 
Soit M un ensemble arbitraire de nombres réels de puissance Si", 
d’après la propriété de f(x), on a f(N) = 6 . Or, f(x) étant une 
fonction à une infinité dénombrable de valeurs et N étant un en- 
semble de puissance Xj, l’ensemble f(N) est évidemment de puis- 
sance Xj. L’ensemble £ est donc de puissance X,, de sorte que 
2^ = Xj. Il est ainsi démontré que Pjo H. 

Les propositions P30 et H sont donc équivalentes. 

Proposition P^. Il existe un système d’ensembles A\ (où i est 
un nombre naturel et x un nombre réel) tel que 

1) é = ^ Ax, pour i = 1, 2, 3, ... ; 

JC€ d 

2) Ax^y — O pour x^y, i = 1, 2, 3, ... 
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et que 

3) N étant un ensemble indénombrable quelconque de nombres 
réels, il existe un nombre naturel p tel que pour i':^ p et pour tout 
nombre réel x l'ensemble N-A‘x ^st non vide. 

1® jy -> P4. Admettons l’hypothèse H. Elle entraîne, comme 
nous venons de montrer, la proposition P^. Soit fn{x) {n = 1, 2, ...) 
une suite infinie de fonctions d’une variable réelle, satisfaisant 
aux conditions de la propositions P^. 

i étant un indice naturel et x un nombre réel donnés, posons 

(4) A‘x = E mt) = X], 

t 

c. à d. désignons par Ax l’ensemble de tous les nombres réels t 
tels que fi{t) = x. 

Il est évident que le système d’ensembles A'x satisfait aux 
conditions 1) et 2), puisque, d’après (4), on a d’une part t e /!/.(/) 
pour tout nombre réel t et tout i naturel et d’autre part la for- 
mule t c. A‘x Ay entraîne fi(t) — x et fi(t)—y, d’où x=y. 

Or, soit N un ensemble indénombrable quelconque de nom- 
bres réels. D’après la propriété de la suite fn{x) {n — 1, 2, ...), il 
existe un indice p tel que fi{N) = (‘ pour i':^ p. Pour tout nom- 
bre naturel î >- p et tout nombre réel x il existe donc un nombre 
t^x de N tel que fi{t^x) = x. 11 en résulte d’après (4) que e Ax, 
ce qui prouve que N A'x 7^ 0 pour t > p, c. à d. que le système 
d’ensembles A'x satisfait également à la condition 3) de la propo- 
sition P4. 

2® P4 -> H. Admettons maintenant la proposition P4 et soit 
N un ensemble de nombres réels de puissance Si. D’après 3) il 
existe un indice / tel que l’ensemble NA'x est non vide pour 
tout X réel. Il en résulte d’après 2) que l’ensemble N admet au 
moins un point commun avec tout ensemble d’une famille formée 
de ensembles disjoints. Il s’en suit que N est de puissance 
2^». Or, N étant par hypothèse de puissance Si, on conclut 
que 2*^“ Si et par conséquent que 2*^» = Sj, c. à d. que l’on a la 
proposition H. 
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L’équivalence des propositions P4 et H est ainsi démontrée. 

Il est à remarquer que la condition 3) équivaut à la condi- 
tion 3') que voici: 

3') N étant un ensemble indénombrable quelconque de nombres 
réels, il existe un nombre naturel p tel que pour tout i':^ p et pour 
tout nombre réel x l'ensemble NAx est indénombrable. 

11 suffit évidemment de montrer que 3) -> 3'). 

Soient donc: Ax un système d’ensembles qui satisfait à la 
condition 3) et N un ensemble indénombrable quelconque de nom- 
bres réels. L’ensemble N est évidemment la somme d’une famille 
indénombrable d’ensembles indénombrables disjoints et nous pou- 
vons poser N — ^ A^“, où A^“ (a < Si) sont des ensembles indénom- 

brables et = 0 pour a < p < Si. 

Or, le système des ensembles A‘x satisfaisant à la condition 3), 
il existe pour tout nombre ordinal « < Si un nombre naturel tel 
que l’on a N’^A'x =7^ 0 pour tout indice naturel i > p^ et tout x 
réel. L’ensemble des indices naturels étant dénombrable et l’en- 
semble des nombres ordinaux a < Si ne l’étant pas, il y a évidem- 
ment une infinité indénombrable de termes de la suite transfinie 
{pa} (* Qui sont égaux au même nombre naturel p. Il existe 
donc une suite infinie croissante de nombres ordinaux {a|} (4 < S2) 
telle que p^^ = p pour $ < û. Il en résulte en vertu de la défi- 
nition des nombres p^ que N\ A'x^^i pour i > p et pour tout x 
réel. Les ensembles Ax ont donc, pour < > et pour tout x réel, 
au moins un élément commun avec tout ensemble N% où 4 < fî: 
ces derniers ensembles étant disjoints et contenus dans N, on 
conclut que, pour / > et pour tout x réel, les ensembles NA‘x 
sont indénombrables. Le système Ax satisfait donc à la condi- 
tion 3'), c. q. f. d. 

Nous allons prouver encore que la condition 3) équivaut 
à la condition 3") que voici 0* 

*) Cf. S. Braun et W. S i e r p i 6 s k i, Fund. Math. XIX, p. 1, propo* 
sition (Q), et W. S i e r p i n s k i, Bail. Acad, Serbe CLII, p. 163. 

W. Sierpiiiski, Hypothèse du continu. 


2 
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3") Quelle que soient la suite infinie croissante de nombres 
naturels «i, n^, «3, ... et la suite infinie de nombres réels x ^, ... , 

l'ensemble C — (A"] A"x\ + + —) est au plus dénombrable. 

En effet, soit Ax un système d’ensembles qui satisfait à la 
condition 3). Soient en outre: «i, «2, «3, ... une suite infinie crois- 
sante de nombres naturels et Xj, x^, x ^, ... une suite infinie de 
nombres réels. Supposons que l’ensemble N = él — -f Axl -f ...) 
soit indénombrable. D’après 3) il existe un nombre naturel p tel 
que NA'x 7^ 0 pour tout x réel et pour i > p. La suite infinie 
d’indices «i, «2, «3, ... étant croissante, il existe un nombre naturel k 
tel que Uk > p. On a donc # 0, contrairement à la défini- 
tion de l’ensemble N. L’ensemble C — (/!"; + A^l + ...) est donc 
au plus dénombrable. Nous avons ainsi démontré que 3) -> 3"). 

Réciproquement, soient A'x un système d’ensembles qui satis- 
fait à la condition 3") et N un ensemble indénombrable quelcon- 
que de nombres réels. Supposons que l’ensemble N ne satisfasse 
pas à la condition 3). Il existerait donc pour tout p naturel un 
nombre naturel iip > p et un nombre réel Xp tels que NAx^ — 0. 
Comme np':'>p pour /; = 1,2, ..., on peut extraire de la suite infinie 
d’indices «], n^, rtj, ... une suite infinie croissante «*,, /îa„ «a,, ... On a 
donc = 0 pour i = 1, 2, 3, ... , d’où NQ6— -f >1"*» A- ...), 

contrairement à la condition 3"). Nous avons ainsi démontré que 
3") 3) et par conséquent l’équivalence des conditions 3) et 3") 

se trouve établie. 

Proposition ^4^ ’)• H existe un système d'ensembles A'x, 
où f = 1, 2, 3, ... et X parcourt tous les nombres réels, qui satisfait 
aux conditions 1) et 2) de la proposition et à la condition 3") 
suivante: 

00 

3") Quel que soit le nombre réel x, l'ensemble C — ^ A'x est 

i—1 

au plus dénombrable. 
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1® L’hypothèse entraîne, comme nous avons vu, 

la proposition P^. Or, nous venons de démontrer que la condi- 
tion 3) de cette proposition équivaut à la condition 3"), et tout 
système d’ensembles A‘x qui satisfait à la condition 3") satisfait 
évidemment, à plus forte raison, à la condition 3"). Il en résulte 
donc que P^^P^a et comme H ~*Pi, nous avons H P^a. 

2" P^a -> H. Admettons la propositon P^a. Soit N un en- 
semble de nombres réels de puissance D’après la condition 3“) 

oo 

de la proposition P^a, il vient N ^ A‘x ^ 0, de sorte que pour tout 

i=\ 

nombre réel x il existe un nombre naturel ix tel que NA'x^ ^ 0. 
Désignons par Xk l’ensemble de tous les nombres réels x tels que 
ix — k. On aura évidemment £ = -f A'j -f A', ... Or, on sait 

qu’en décomposant un ensemble de puissance du continu en une 
infinité dénombrable d’ensembles, l’un au moins de ces ensembles 
est de puissance du continu ^). Il existe donc un nombre naturel p 
tel que l’ensemble Xp est de puissance 2î<». D’après la définition 
de l’ensemble Xp, on a ix = p pour x c Xp, donc, d’après la défini- 
tion des nombres 4, on a NAx ^ 0 pour x c Xp. Cela prouve en 
vertu de la condition 2) que l’ensemble N contient un ensemble 
de puissance Xp. Or, l’ensemble N étant de puissance Sj et l’en- 
semble Xp de puissance 2î<«, il vient 2^» < Ki, ce qui donne 2*^« = Ki. 
Nous avons ainsi démontré que P^a -> H. 

L’équivalence des propositions P^a et H est donc établie. 

Il est à remarquer que non seulement les conditions 3) et 3“) 
ne sont pas équivalentes, mais que la condition 3) n’est même 
pas une conséquence des conditions 1), 2) et 3"). En effet, en 
admettant qu’il existe un système d’ensembles Ax assujetti aux 
conditions 1), 2) et 3“), nous pouvons définir un autre système 
d’ensembles A'x qui satisfait aux conditions 1), 2) et 3"), mais ne 
satisfait pas à la condition 3). 


*) Voir p. ex. mes Leçons sur les nombres transfinis, Paris 1928, p. 135. 
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Posons à ce but pour / = 1, 2, 3, ... et pour tout x réel 
a]! = A‘x et désignons pour i — 1, 2, 3, ... par A^x~^ l’ensemble for- 
mé d’un seul nombre x. On voit sans peine que l’on a pour tout 
/ = 1, 2, 3, ... les formules 

\ ^ * / * i * i 

d:' = ^ Ax et Ax Ay = 0, lorsque x ^ y. 

xed- 

Le système {Ax) satisfait donc aux conditions 1) et 2). En outre, 

oo oo 

on a évidemment S Ax ^ ^ A'x pour tout x réel, de sorte que le 
/=! ;=1 

* i i 

système {Ax} satisfait aussi à la condition 3°), le système {Ax} satis- 
faisant à la condition 3") par hypothèse. Cependant le système {À^} 
ne satisfait pas à la condition 3), puisque l’ensemble Ax+ Al-}- Ax-}- ... 
est (pour tout x réel) formé d’un seul élément x. 

Quant à la proposition il est encore à remarquer qu’elle 
résulte immédiatement de l’hypothèse H et du théorème suivant 
de M. S. U 1 a m (dont la démonstration n’exige pas l’hypothèse H): 

Z étant un ensemble de puissance Xj, il existe un système d'en- 
sembles .<4^ (3 Z, où i parcourt les nombres naturels et 4 les nombres 
ordinaux < tels que 

(i) Z = ^ At pour i = 1, 2, 3, ... 

(ii) A‘^A‘^ = 0 pour i = 1,2, 3, ... et 4 < yj < tl, 

et 

OO 

(iii) quel que soit le nombre ordinal 4 < Q, l’ensemble Z — ^ aL 

/=i ^ 

est au plus dénombrable. 

Proposition P5. Il existe une suite infinie de fonctions d'une 
variable réelle fi{x),f^{x),ff,,x),... telle que, quelle que soit la suite 
infinie de nombres réels yuy^fy%•> ••• > à toute valeur de x, sauf peut- 
-être pour un ensemble au plus dénombrable de valeurs (et qui dépend 


*) Ftind. Math, XVI, p. 142; cf. aussi W. S i e r p i û s k i, Fund, Math, XX^ 
p. 214 (Lemme I). 
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de la suite j/2, ...), correspond une suite infinie croissante d’in- 

dices kl, ki, A3, ... (dépendant de x et de la suite yi,y2,yz , ...) qui sa- 
tisfont à l’égalité 

( 5 ) fki{x)==yki pour i = 1 , 2 , S, ... 

Démonstration. Admettons l’hypothèse H. Il en résulte, 
comme nous savons, la proposition Pj. Soit fi{x),fi{x),ff,x),... 
une suite infinie de fonctions d’une variable réelle satisfaisant à la 
condition de la proposition P3. Nous allons montrer qu’elle satis- 
fait aux conditions de la proposition P5..Soit à ce but _yi, 3/3, j/3, ... 
une suite infinie quelconque de nombres réels. On voit sans peine 
que si, pour un x réel donné, il n’existe aucune suite infinie crois- 
sante d’indices Ai, Aj, Aj, ... telle qu’on ait la formule ( 5 ), il existe 
un nombre naturel qx tel que 

( 6 ) fk{x)i=yk pourk:^qx. 

Soit N l’ensemble de tous les nombres réels x pour lesquels 
ce cas se présente. Afin d’établir la proposition P5, il suffit évi- 
demment de démontrer que l’ensemble N est au plus dénombrable. 

Supposons, par contre, que l’ensemble N soit indénombrable. 
L’ensemble Q) de tous les nombres naturels étant dénombrable, 
il existe évidemment un nombre naturel q tel que l’égalité qx = q 
se présente pour un sous-ensemble indénombrable de nombres 
de N. Comme la suite infinie de fonctions f\{x),ff,x),ff,x), ... satis- 
fait aux conditions de la proposition Pj, il existe un nombre natu- 
rel P tel que l’on a f,t(M,) = C pour tout A>/7. On a donc yt, c /*(A'i) 
pour A >- /7, de sorte que, pour tout nombre naturel k^ p, il existe 
un nombre x* c Ni tel que j/* = fk{X/,). Par conséquent 

( 7 ) fk{Xk)=yk pourk:^p. 

Or, c’est impossible, car la définition de l’ensemble N, donne 
pour les nombres Xk c en question l’égalité qx^ = 4 ?' quel que 
soit A >- p. Comme Ni ( 2 . N, on en conclut selon (0) que l’on 
a fkiXk) ^yk pour A > max (p, q), ce qui est incompatible avec ( 7 ). 
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Ainsi l’ensemble N ne peut pas être dénombrable et par con- 
séquent l’implication H -* se trouve établie. 

De la proposition Pj résulte tout de suite (en posant y,- = y 
pour / = 1, 2, 3, ...) la 

Proposition P,a. Il existe une suite infinie de fonctions d'une 
variable réelle ffx),ffx),ffx), ... telle que, quel que soit le nombre 
réel y, la suite fi{x),ffx),f^(x), ... contient pour toute valeur de x, 
sauf peut-être pour un ensemble au plus dénombrable des valeurs 
(et qui dépend de y), une infinité de termes égaux à y. 

On a donc P^ -> P^a et nous allons prouver que P^a -> H: 
comme H P^ (ce que nous venons de montrer), il en résultera 
que chacune des propositions P, et P^a est équivalente à l’hypo- 
thèse H. Admettons la proposition P,^a et %o\i ffx), f^i^x), ff^x), ... 
une suite infinie de fonctions d’une variable réelle satisfaisant 
à la condition de la proposition P 50 . Soient N un ensemble 
de nombres réels de puissance Xi et y un nombre réel quel- 
conque. D’après la propriété de notre suite de fonctions, il exi- 
ste des systèmes {x, p), où x ç. N et p ç. Q, tels que fp{x) = y. 
L’ensemble des nombres réels y ayant la puissance il en est 
donc de même pour l’ensemble de tous les systèmes (x, p), où 
X€ AA et P -1,2, 3 ,..., puisque les systèmes {p, x) et {p', x') sont 
nécessairement distincts, si fp{x) fpfx'). Or, AA étant de puis- 
sance Xi, l’ensemble de ces systèmes est de puissance Xj ■ X» = Xi- 
On a donc 2 >'» — Xj. 

Ainsi P^a H et l’équivalence des propositions H, P 5 et P^a 
se trouve établie. 

Proposition P^b ^). Il existe une famille F' de puissance du 
continu de suites infinies de nombres réels telle que y^^yity^,... 
étant une suite infinie quelconque de nombres réels, l'ensemble de 
toutes les suites aTi, aTj, a:,, ... de la famille F pour lesquelles on a 


') Voir S. Braun et W. S i e r p i ft s k i, Fuud. Math. XIX, p. 1, pro- 
position (P). 
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Xki=yk, quel que soit A: = 1, 2, 3, ... , 
est au plus dénombrable. 

1“ Pj > P^b. Admettons la proposition P^ et soit fi{x),f-i{x ), ... 
une suite infinie de fonctions d’une variable réelle assujetties aux 
conditions de cette proposition. Désignons par F la famille de 
toutes les suites infinies différentes fi{x),f2{x),f.^{x),..., où x sont 
des nombres réels; on voit sans peine que cette famille est de 
puissance du continu. 

Or, étant donnée une suite infinie quelconque de nombres 
réels >^1, J'2) ••• > la proposition P^, qui est par hypothèse satis- 

faite par la suite infinie de fonctions fi{x),f.,{x),f.J^x),... , implique 
que l’ensemble de tous les x réels tels que 

faix) yk pour /e = 1, 2, 3, ... 

est au plus dénombrable. 11 en résulte tout de suite que la fa- 
mille F satisfait aux conditions de la proposition P,». On a donc 
en effet P5 P,6. 

2“ Pjft H. Admettons la proposition Pj/;. Soit F^ un sous- 
-enseinble de puissance K, de la famille F. L’ensemble X de tous 
les nombres réels qui sont des termes au moins d’une suite appar- 
tenant à Fx est évidemment de puissance Sj. 

Or, si on avait Si < 2^», il existerait un nombre réel y qui 
n’appartient pas à X, de sorte que, quelle que soit la suite 
x-i, X3, ... appartenant à F^, on aurait x, ^y pour i = 1, 2, ... ; 
mais cela contredit la proposition P5& (en y posant y, = y pour 
i = 1, 2, ...). On ne peut donc avoir Si < 2^» et on a par suite 
2i<" = Si. ■ .... 

11 est ainsi établi que P^fr -> Or, nous avons démontré 
plus haut que H et P5 P,*. Par conséquent les propositions 
H et P56 sont équivalentes. 

Proposition P^. L’ènsemble de tous les nombres réels est 
une somme d’ensembles croissants dénombrables ’■). 


') W. Sierpinski, Fund. Math, III, p. 112 et V, p. 180. 
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On dit qu’une famille F est formée d'ensembles croissants, lors- 
que des deux ensembles distincts appartenant à F l’un est toujours 
un sous-ensemble de l’autre. 

1® H P^. L’hypothèse H équivaut à l’existence d’une suite 
transfinie du type £2 formée de tous les nombres réels. Pour avoir 
une famille d’ensembles qui satisfait à la proposition il suffit 
évidemment de considérer la famille de tous les segments infinis 
d’une telle suite transfinie. 

2® Pj H. Admettons la proposition Pi et soit N un ensem- 
ble quelconque de nombres réels de puissance Si. Soit F la fa- 
mille d’ensembles dénombrables satisfaisant à la proposition Pi. 
A tout nombre réel x correspond donc un ensemble dénombrable 
D{x) de la famille F tel que x e D(x). Soit S la somme de tous 
les ensembles D{x) correspondant ainsi aux nombres x de N: l’en- 
semble 5 est évidemment de puissance S^ Soit maintenant un 
nombre réel arbitraire. L’ensemble D{Xa) étant dénombrable et 
l’ensemble S étant indénombrable, il existe un nombre y de 5 qui 
n’appartient pas à D {Xa). En vertu de la définition de S, il exi- 
ste donc dans N un nombre x tel que y € D{x) et D (x) (2 S. Or, 
on a y non-ç. D (xo): par conséquent, un des ensembles D (x) et 
D(Xq) étant contenu dans l’autre, on a nécessairement D(Xa)(2D{x), 
car l’inclusion D (x)(2D (Xo) est impossible, puisque y € D (x) et 
y non-ç. D (Xq). Comme x^ ç. D (x^) et D (x^) (2 D (x) (2 S, on a 
Xq c s. L’ensemble 5 (qui est de puissance Xi) contient donc tout 
nombre réel, de sorte que 2*^» < Ki et par conséquent = Xj. 
Nous avons ainsi démontré que Pg -> H. 

L’équivalence des propositions Pg et H est donc établie. 

Proposition P, ‘). Il existe un ensemble analytique liné- 
aire qui n’est pas une somme de moins de 2**» ensembles mesu- 
rables {B). 

V P;. Admettons l’hypothèse H. 11 existe, comme on 
sait, des ensembles analytiques linéaires non mesurables (fl) ®). 

*) Voir W. Sierpinski, Publ. de l'Univ. de Belgrade 1934. 

*) Voir p. ex. N. Lugin, Fund. Math. X, p. 70. 



25 


Propositions P, et P,. 

On voit sans peine que chaque ensemble E de ce genre satisfait 
à la proposition puisque s’il était une somme de moins de 2*» 
ensembles mesurables (B), il serait, vu l’hypothèse H, la somme 
d’un nombre fini ou d’une infinité dénombrable d’ensembles me- 
surables (B); mais alors l’ensemble E en question serait mesura- 
ble (B), contrairement à sa définition. On a donc bien 

2“ P, -+ H. Admettons la proposition P- et soit E un ensem- 
ble analytique satisfaisant à la proposition P^. Comme nous 
avons démontré avec M. Lusin ’), tout ensemble analytique, donc 
en particulier l’ensemble E, est une somme de Si ensembles me- 
surables (B). L’ensemble E n’étant pas (en vertu de P,) une 
somme de moins de 2*<» ensembles mesurables (B), l’inégalité 
Si < 2tt» ne peut se présenter. Or, on a, comme on sait, Sj 2S" ^). 
Par conséquent Si = 2t<», d’où P, -> H. 

L’équivalence des propositions H et Pj est ainsi établie. 

Il est à remarquer que le problème si l’hypothèse H est 
fausse ou vraie équivaut à celui si un certain ensemble linéaire E 
(analytique) non mesurable (B) et qu’on sait définir effectivement ’), 
est ou non une somme de moins de 2^*» ensembles mesurables (B). 

Proposition Pg. Soit E est un ensemble (formé d’éléments 
quelconques) et 0 une famille de puissance 2**» de sous-ensembles 
de E telle que E n'est pas une somme de Sq ensembles de la fa- 
mille 0 et d’un ensemble au plus dénombrable; dans ces conditions E 
contient un ensemble indénombrable N qui n'admet avec tout ensem- 
ble de la famille 0 qu'un ensemble au plus dénombrable d’éléments 
communs. 


1) Journal de Mathématiques II (1923), p. 32. Cf. aussi Fund. Math. VIH, 

p. 362. 

2) Il est à remarquer que la démonstration de cette inégalité utilise 
r axiome du choix (voir p. ex. mou livre Leçons sur les nombres transfinis , Paris 
1928, p. 208 et p. 210). 

*) Voir pour cette notion ma Note de Fund. Math. Il, p. 112 et C. Kura- 
t O w 8 k i, Topologie /, Monografje Matematyczne 1933, p. 109 (cf. aussi ibid. p. 175). 
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1» H -*P^. Admettons l’hypothèse H. Soient E un ensemble 
quelconque (non vide) et 0 une famille de puissance 2^* de 
sous-ensembles de E, telle que E n’est pas une somme de Sq en- 
sembles de la famille 0 et d’un ensemble au plus dénombrable. 
Considérons une suite transfinie 

(8) X 2 , ATj, ... , Xyj, ... , ... (a <C (p), 

formée de tous les éléments de l’ensemble E. 

La famille 0 étant de puissance < 2^«, donc, d’après l’hypo- 
thèse H, de puissance < K,, il existe une suite transfinie du 
type il 

(9) fl, £ 2 , fj, ... , E^, E^^i , ... (a < il), 

formée de tous les ensembles de la famille 0 (car dans le cas où 
cette famille est de puissance < Kj, on peut compléter la suite (9), 
en répétant transfiniment un terme quelconque de cette suite). 

Nous définirons maintenant par l’induction transfinie une 
suite transfinie {/?„} (a < il) d’éléments de E comme il suit. Po- 
sons = a:i et désignons par l’ensemble de tous les pt où 
1 .< ^ < a pour un a < il. Soit 

( 10 ) E^. 

En vertu de l’bypothèse faite sur la famille 0 on a E^ Pa + 
puisque est la somme d’une infinité dénombrable d’ensem- 
bles de la famille 0 et l’ensemble est au plus dénombrable. 
Evidemment + P^(2 E; on a donc E — (N^ -f P„) ^ 0 et il exi- 
ste par conséquent des termes de la suite (8) qui n’appartiennent 
pas à -f P„. Nous définirons p„ comme celui de ces termes 
dont l’indice est le plus petit.- 

La suite transfinie {p„} (« < il) se trouve ainsi définie par 
l’induction transfinie. 

Soit N l’ensemble de tous les termes de cette suite: c’est 
évidemment un ensemble non dénombrable d’éléments de E (les 
termes de la suite (a < Q) étant par définition distincts deux 
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Proposition P,, 

à deux. Soit d’autre part Q un ensemble de la famille 0; c’est 
donc un terme de la suite (9) et on a par conséquent Q = pour 
un nombre ordinal jj. < ü. D’après la définition de la suite trans- 
finie {/?„} on a Pa c E — (S^ + Pf^), donc non-c Sg, pour a <11, 
et à plus forte raison p^non-Ç-E^ pour [j, C a < U, puisqu’on 
a selon (10) d pour (j. < a. Les termes de la suite trans- 
finie {/?„} qui appartiennent à ont donc nécessairement des 
indices a < [j,: et leur ensemble est par suite au plus dénombrable 
(car [i.<12). Il en résulte que l’ensemble NE^ = NQ est au plus 
dénombrable. 

Or, Q étant un ensemble arbitraire de la famille 0, l’ensem- 
ble N satisfait donc à la proposition Nous avons ainsi dé- 
montré que H Pg. 

2“ Pg > H. Admettons la proposition Pg et supposons que 
2X« > Xj. On a donc S, 2**». Soit E un ensemble de puissance S2. 
Les éléments de E peuvent donc être rangés en une suite trans- 
finie 

(11) Xi, X 2 , .Vg, ... , ''^tu-f-1’ ’** > (ce (Ou) 

du type (ji)2> où (O2 est le plus petit nombre ordinal de la quatrième 
classe de Gant or. 

Soit 0 la famille de tous les segments de la suite (11): évi- 
demment 0 est alors de puissance X2, donc, d’après notre hypo- 
thèse, de puissance <; Or, tout ensemble de la famille 0, en 
tant que segment de la suite (11), est de puissance < Si; on voit 
donc sans peine que l’ensemble E (qui est de puissance S2) n’est 
pas une somme de Ko ensembles de la famille 0 et d’un ensemble 
au plus dénombrable (puisque Si Ko = Sj < S2). D’après la propo- 
sition Pg il existe par conséquent un sous-ensemble non dénom- 
brable N àe E qui admet tout au plus une infinité dénombrable 
d’éléments communs avec tout ensemble de la famille 0. 

Or, considérons un sous-ensemble de N de puissance Xj 
et soient (4 < lî) les termes de la suite (11) qui appartiennent 
à Comme < 0^2 pour $ < ^ il existe, on le sait, un nombre 
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ordinal a < Wg tel que l’on ait a > pour $<11 Alors le seg- 
ment de la suite (11) qui vient correspondre à l’élément con- 
tient évidemment tous les éléments de donc une infinité non 
dénombrable d’éléments de N. Mais c’est incompatible avec la 
propriété de l’ensemble car le segment en question appartient 
à la famille 0. Ainsi la supposition que l’on ait 2^* > Ki implique 
contradiction. On a donc et par conséquent 

Les propositions H et Pg sont donc équivalentes. 

Il est à remarquer que si l’on remplace dans la proposition Pg 
la condition que l’ensemble N ait avec tout ensemble de la fa- 
mille 0 un ensemble au plus dénombrable d’éléments communs 
par la condition qu’il ait avec tout ensemble de 0 un ensemble 
de puissance < 2^<» d’éléments communs, la proposition Pé ainsi 
obtenue peut être établie sans faire appel à V hypothèse H. 

En effet, on a évidemment Pg -> Pé et nous avons démontré 
plus haut que H -> On a donc H-^P’s, de sorte que si 2«‘> = Ki, 
la proposition Pg est vraie. Or, la proposition Pg est vraie aussi, 
lorsque 2^<» > K^, puisqu’il suffit alors de prendre comme N un 
sous-ensemble quelconque de puissance Sj de l’ensemble E, 

Une légère modification de notre démonstration de l’équiva- 
lence entre H et Pg permet de montrer que l’hypothèse H est 
équivalente à la proposition P^a suivante ^): 

Proposition Pga. Soit P une propriété des ensembles de nom- 
bres réels assujettie aux conditions: 

1) P est une propriété héréditaire \ 

2) P est une propriété absolument additive *), 


*) Pour plus de détails voir ma Note dans le Bulletin de la Section 
Scientifique de r Académie Roumaine, XVI© année, N® 4—5. 

*) Une propriété d’ensembles est dite héréditaire^ si elle appartient à tout 
sous-ensemble d’un ensemble qui en jouit. 

*) Une propriété d’ensembles est dite absolument additive, si elle ap- 
partient à la somme d’un nombre fini ou d’une infinité dénombrable d’ensem- 
bles qui en jouissent. 
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3) Tout ensemble formé d’un seul nombre réel jouit de la pro- 
priété P, 

4) Il existe une famille 0 de puissance -< d’ensembles de 
nombres réels jouissant de la propriété P et telle que tout 
ensemble de nombres réels jouissant de cette propriété est 
contenu dans un (au moins) des ensembles de la famille 0; 

alors chaque ensemble E de nombres réels qui ne jouit pas de la 
propriété P contient un sous-ensemble non dénombrable N ayant tout 
au plus une infinité dénombrable de points communs avec tout en- 
semble jouissant de la propriété P. 

Proposition Py ^). Deux affirmations suivantes sont vraies 
à la fois: 

(K) Tout ensemble linéaire de puissance inférieure à celle du 
continu est de première catégorie de Baire, 

(L) Il existe un ensemble linéaire N de puissance du continu 
qui admet un ensemble au plus dénombrable de points communs avec 
chaque ensemble (linéaire) parfait non-dense. 

1® H Pÿ, On a évidemment H (K), puisqu’en admettant 
l’hypothèse H, tout ensemble de puissance inférieure à celle du 
continu est au plus dénombrable, donc de première catégorie de 
Baire. 

Quant à l’implication elle a été démontrée pour la 

première fois en 1914 par M. N. Lusin^). Nous la déduirons 
ici de l’implication H P^. 

Posons à ce but E — C et soit 0 la famille de tous les en- 
sembles linéaires parfaits non-denses. Les ensembles au plus 
dénombrables étant de première catégorie et la somme d’une infi- 
nité dénombrable d’ensembles de première catégorie quelconques 
étant encore un ensemble de première catégorie, on voit sans 
peine que la famille 0 satisfait à la proposition Pg. Or, d’après 


0 Voir W. Sierpii^ôki, Tôhokii Math. Journ. 38, p. 225. 

C. R. Paris t. 158, p. 1259; cf. plus loin Chap. II, proposition Ci. 



30 


Chapitre I. Equivalences. 


cette proposition il existe un sous-ensemble de £ indénom- 
brable, donc, d’après H, de puissance 2*<», et qui admet avec cha- 
que ensemble de la famille 0 tout au plus une infinité dénom- 
brable d’éléments communs. Un tel ensemble A’ satisfait évidemment 
à la proposition {L). On a donc -> {L). 

Les implications H -> P» et ^ (£) donnent H {L) et comme 
on a en même temps H -> (K), il vient H ^ Pr,. 

2“ Pÿ -> H. Admettons la proposition Pj. Soit N un ensemble 
vérifiant la proposition (L). Or, l’ensemble N admet alors tout 
au plus une infinité dénombrable de points communs avec tout 
ensemble linéaire de première catégorie, car tout ensemble de 
première catégorie est contenu dans une somme dénombrable 
d’ensembles parfaits non-denses. 

Soit maintenant A^i un sous-ensemble de N de puissance Xj. 
Si Si < 2t<», l’ensemble Ny serait d’après {K) de première catégorie 
et (par suite de la propriété de l’ensemble N, établie tout à l’heure) 
l’ensemble NN-^ serait au plus dénombrable. Or, c’est impossible, 
puisque N et est de puissance Si. On a par conséquent 

S, > 2K', donc Si - 2K». 

L’implication P, -> H et, en conséquence, l’équivalence des 
propositions P^ et H est ainsi établie. 

Il est à remarquer que la proposition {L^) suivante peut être 
démontrée sans faire appel à l’hypothèse H: 

(£i) Il existe un ensemble linéaire non dénombrable N qui 
admet un ensemble de puissance < 2^» de points communs avec cha- 
que ensemble parfait non-dense. 

En effet, on a évidemment (L) (Li) et, comme nous venons 
de montrer, H ^ (L). Il vient donc de sorte que si 

2S« = Xi, la proposition (Li) est vraie. 

Or, la proposition (Li) est encore vraie, si 2^» > Si, puisqu’il 
suffit dans ce cas de prendre comme N un ensemble linéaire 
quelconque de puissance Si. 

La proposition (Li) résulte d’ailleurs sans peine de la pro- 
position Pé. 
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Proposition P^a. Deux affirmatiofis suivantes sont vraies 
à la fois: 

{M) Tout ensemble linéaire de puissance inférieure à celle du 
continu est de mesure nulle. 

(S) Il existe un ensemble linéaire N de puissance du continu 
qui admet un ensemble au plus dénombrable de points communs avec 
chaque ensemble de mesure nulle. 

1“ H Pga, On a évidemment H > {M), puisque, si l’on admet 
l’hypothèse H, tout ensemble de puissance < 2*^» est au plus dé- 
nombrable, donc de mesure nulle. 

Quant à l’implication H -> {S), nous la déduirons ici de l’im- 
plication H ^). 

Posons E = d et soit 0 la famille de tous les ensembles 
linéaires Og de mesure nulle. La famille de tous les ensembles 
(linéaires) Gg étant, comme on sait, de puissance et les en- 
sembles au plus dénombrables, ainsi que les sommes d’une infinité 
dénombrable d’ensembles de mesure nulle, étant de mesure nulle, 
on voit sans peine que la famille 0 satisfait à la proposition P^. 
D’après cette proposition il existe donc un sous-ensemble N de E 
non dénombrable, donc selon H de puissance 2**», et qui admet 
avec tout ensemble de la famille 0, donc avec tout ensemble 
linéaire Gg de mesure nulle, un ensemble au plus dénombrable 
d’éléments communs. 

Or, tout ensemble linéaire de mesure (lebesguienne) nulle 
étant, comme on sait, contenu dans un ensemble linéaire Gg de 
mesure nulle, l’ensemble A/ a un ensemble au plus dénombrable 
de points communs avec tout ensemble linéaire de mesure nulle. 
L’ensemble N satisfait donc à la proposition {S). On a ainsi 
Ps -> {S). 

Les implications H ^ P^ et P^ (S) donnent H-^(S) et comme 
on a en même temps H ^ (M), il vient H P^a. 


*) Cf. W. S i e r P i ft 8 k i, Fund. Math. V, p. 184. 
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2“ Pga -> H. Admettons la proposition P^a. Soient N un en- 
semble vérifiant la proposition {S) et un sous-ensemble de N 
de puissance Si. Si Si < 2*^», l’ensemble serait, d’après {M), 
de mesure nulle et l’ensemble serait, d’après la définition 

de N, au plus dénombrable. Or, c’est impossible, puisque NyÇ^N 
et Ny est de puissance Si. On a donc Si 2^^», d’où Sj = 2*'''. 
L’implication P^a -> H, et par conséquent l’équivalence des propo- 
sitions P90 et H, est ainsi établie. 

Il est à remarquer que la proposition (A^i) suivante peut être 
démontrée sans faire appel à l’hypothèse /f: 

(S'i) Il existe un ensemble linéaire indénombrable N qui a un 
ensemble de puissance < 2^^« de points communs avec tout ensemble 
de mesure nulle. 

La démonstration de la proposition (-Si) est tout à fait ana- 
logue à celle de la proposition (JL,), donnée plus haut. 

Proposition PlO Il existe dans l'espace de Hilbert un ensem- 
ble indénombrable de points, dont aucun sous-ensemble indénombrable 
n’est homéomorphe à une partie d’un espace euclidien. 

1“ H PiQ. Admettons l’hypothèse H. Il en résulte, comme 
nous savons, la proposition Pg. 

Soient ')( l’ensemble de tous les points de l’espace de Hil- 
bert et 0 la famille de tous les ensembles Gg de dimension 0 
(c. à d. homéomorphes à des sous-ensembles de l’ensemble 9£ de 
tous les nombres irrationnels) situés dans 1(. On sait que l’espace 
')(. et la famille 0 satisfont aux conditions de la proposition Pg^). 
D’après cette proposition il existe donc un ensemble non dénom- 
brable qui a avec chaque ensemble de la famille 0 un 

ensemble au plus dénombrable d’éléments communs. 

Soit maintenant Q un sous-ensemble quelconque de A^, homéo- 
morphe à une partie de l’espace euclidien à. m dimensions. 


0 W. H U r e w i C Z, Fund, Math. XIX, p. 8. Cf. aussi Proc. Acad. Amster- 
dam 31 (1928), p. 920, renvoi 0- 

*) Pour plus de détails voir la Note précitée de M. Hurewicz. 
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Or, on sait que Cm est une somme de m + 1 ensembles homéo- 
morphes à des ensembles de nombres irrationnels et que chaque 
ensemble de tels nombres est contenu dans un Gg de dimension 0, 
donc dans un ensemble de la famille 0. Comme Q G 
résulte tout de suite en vertu de la définition de Pensemble N 
que Q est une somme d’un nombre fini d’ensembles au plus dé- 
nombrables et par conséquent qu’il est lui-même au plus dénombra- 
ble. On a donc H ' ^10* 

2® Pio H. Admettons la proposition Pjo- On sait que tout 
ensemble de puissance inférieure à celle du continu et situé dans 
un espace métrique est homéomorphe à un ensemble de nombres 
irrationnels et par suite de dimension 0. En supposant donc que 
Si < il en résulte que tout ensemble de puissance Sj situé 
dans l’espace K de Hilbert est de dimension 0. Or, tout ensemble 
indénombrable contient un sous-ensemble de puissance Si. Par 
conséquent tout ensemble indénombrable situé dans l’espace 'K 
contiendrait un sous-ensemble indénombrable homéomorphe à un 
ensemble linéaire, contrairement à la proposition Pio 

On a donc Pio H; l’équivalence des propositions Pjo et H 
est ainsi établie. 

Proposition Pu. Aucun ensemble de paissance Si n'est une 
somme de plus que Si ensembles infinis ayant deux à deux un nom- 
bre fini d'éléments communs ^). 

V H ^ Pli, Admettons l’hypothèse H, Soient E un ensemble 
de puissance Si et F une famille de puissance > Sj de sous- 
-ensembles infinis de E, 

Faisons correspondre à chaque ensemble N de la famille F un 
ensemble dénombrable D(A^) contenu dans lui. Or, E ne contenant 
(en vertu de Thypothèse H) que Sf“ == 2^“ = Si sous-ensembles 
dénombrables et la puissance de la famille F (des ensembles N) 
dépassant Si, l’inégalité D{Nf ^ D{N”) ne peut se présenter pour 


0 Voir A. Tarski, Fund. Math, XII, p. 201. 
W. Sierpiâski, Hypothèse du continu. 


3 



34 


Chapitre I. Equivalences. 


tout couple N' 7^ N" d’ensembles de la famille F. Il existe donc 
deux ensembles distincts N' et N" de F tels que D(N') = D(N'') 
et qui ont par conséquent une infinité d’éléments communs (à sa- 
voir l’ensemble D{N')). Il est ainsi démontré qu’il n’existe aucune 
famille F de sous-ensembles infinis de E ayant deux à deux tout 
au plus un nombre fini d’éléments communs. L’ensemble E ne 
peut donc être une somme des ensembles d’une telle famille. Par 
celà-même il est établi que H-^Pn. 

2® Pu H. Admettons la proposition P^ et soit E l’ensem- 
ble de tous les nombres ordinaux < IL C’est donc un ensemble de 
puissance Faisons correspondre à toute suite infinie de nom- 
bres naturels croissants n^<n 2 <n^<... l’ensemble D rio, n ^, ...) 
de tous les nombres naturels 


2«. -(- 2"’ •+• ... - 1 - 2"k où k = l, 2, 3, ... 

Or, si ntl, m.^, w., ... et n^, n^, ... sont deux suites infinies 
croissantes de nombres naturels, différentes l’une de l’autre, les 
ensembles D{m^, ...) et D(Hi, « 2» • •) ont tout au plus un nombre 

fini d’éléments communs: en effet, si nip ^ tip, on a évidemment 
pour P et l > p: 

2m, ^ 2'"“ -t- ... -f 2> + ... -f 2"”* 2"‘ -f 2"= + ... + 2V -t- ... -f 2”/, 

puisque chaque nombre naturel admet une seule représentation 
dans le système de numération à base 2, et par conséquent les 
ensembles m^, ...) et D(ni, n,, ...) ont moins que p éléments 

communs. 

Soit 0 la famille de tous les ensembles «2, ...) corres- 
pondant aux suites infinies croissantes «j, «,> ••• de nombres 

naturels: c’est donc une famille de puissance 2**». Soit 5 la somme 
de tous les ensembles de la famille 0: c’est évidemment un sous- 
-ensemble de E. Comme E=S-\-XE—S), on en conclut tout de 
suite que E est une somme de 2*^» ensembles infinis ayant deux 
à deux tout au plus un nombre fini d’éléments communs. L’en- 
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semble E étant de puissance Si, E n’est pas, d’après la propo- 
sition Pli, une somme de plus que Si ensembles de ce genre. Il 
en résulte que le nombre 2^° ne peut dépasser Si, c. à d. que 

= Si. 

Nous avons ainsi prouvé que Pu ->-17. Il est donc établi 
que les propositions H et Pu sont équivalentes. 



CHAPITRE IL 

L’ensemble de M. Lusin. 

§ 1. Proposition C,. 

Parmi les diverses conséquences de l’hypothèse ÆT il y a une — 
nous la désignerons par Cj — qui est d’une importance capitale, 
puisque plusieurs autres conséquences de l’hypothèse H peuvent 
être démontrées, en admettant au lieu de cette hypothèse la pro- 
position Cl seule. Elle est due à M. N. Lusin. 

Nous consacrons donc ce chapitre à la proposition Ci et 
à ses conséquences. Nous y établirons aussi, sans admettre l’hy- 
pothèse H, plusieurs théorèmes, dont nous déduirons ensuite 
moyennant la proposition Ci d’autres conséquences intéressan- 
tes. Nous envisagerons enfin certaines conséquences de l’hypo- 
thèse H qui sont dans un rapport particulièrement étroit avec 
la proposition Ci. 

Proposition Ci. U existe un ensemble linéaire N de puissance 
du continu qui admet un ensemble au plus dénombrable de points 
communs avec tout ensemble (linéaire) parfait non-dense. 

C’est précisément une partie de la proposition cette der- 
nière étant équivalente à l’hypothèse H, on a donc H ^ Cy. 

M. Lusin a démontré la proposition Ci à l’aide de l’hypo- 
thèse H pour en déduire l’existence des fonctions qui satisfont 
à la condition de Baire, sans être représentables analytiquement 


’) C. R. Paris 158, p. 1259 (Note du 4 mai 1914). 
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[§ 2 ] 

(ce n’est que plus tard qu’il a établi l’existence de telles fonctions 
sans l’hypothèse H, à savoir par les moyens de la théorie des en- 
sembles analytiques 0» nous y reviendrons plus loin, p. 69 et 70). 

11 est à remarquer que l’existence d’un ensemble linéaire in- 
dénombrable N ayant avec tout ensemble parfait non-dense un 
ensemble de puissance < 2^» de points communs peut être établie 
sans utiliser l’hypothèse H. En effet, si 2^*» — Xj, l’existence d’un 
tel ensemble N résulte immédiatement de la proposition Cj et si 
2*^» > Si, il suffit de prendre pour N un ensemble linéaire quel- 
conque de puissance Si- 

§ 2. Propriétés L et C. 

Nous appellerons ensemble de Lusin tout ensemble N qui sa- 
tisfait à la proposition Ci- L’ensemble de M. L u s i n joue un 
rôle considérable dans la Théorie des ensembles de points, où ses 
propriétés remarquables permettent de démontrer plusieurs pro- 
positions importantes. 

Nous dirons pour abréger qu’un ensemble linéaire E jouit de 
la propriété L, si tout ensemble parfait non-dense contient un 
ensemble au plus dénombrable de points de l’ensemble E. La pro- 
position Cl affirme donc qu’il existe parmi les ensembles linéaires 
de puissance du continu un ensemble N jouissant de la pro- 
priété L. 

On dit qu’un ensemble linéaire jouit de la propriété C, si pour 
chaque suite infinie «i, a ^, ... de nombres réels positifs donnés 

d’avance, il peut être couvert par une suite infinie d’intervalles 
Aj A> A) ••• que, o„ désignant la longueur de In, on ait 8„ = 
pour n = 1, 2, ... A* 


*) Voir N. Lusin, Fund. Math. II, p. 157, ainsi que N. Lusin et 
W. SierpiAski, Journ, de Math. II (1928), p. 72. 

*) Les ensembles jouissant de la propriété C coïncident avec ceux que 
M. E. Borel appelle .ensembles qui ont une mesure asymptotique inférieure 
à toute série donnée à l’avance* (Bull. Soc. Math, de France XLVII, 1919, p. 1). 
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On voit aussitôt que la somme d’un nombre fini ou d’une 
infinité dénombrable d’ensembles jouissant de la propriété C est 
aussi un ensemble jouissant de cette propriété. M. E. Szpilrajn 
a démontré qu’un ensemble jouissant de la propriété C ne peut 
contenir aucun sous-ensemble parfait, de sorte que s’il est mesu- 
rable (B) ou, plus généralement, s’il est un ensemble analytique, 
il est nécessairement au plus dénombrable. 

En outre “) la propriété C est un invariant des transformations 
effectuées moyennant les fonctions continues d*une variable réelle. 

§ 3. Fonctions définies sur les ensembles à propriété L. 

Dans la suite nous appellerons: 

fonction de Baire — toute fonction représentable analytique- 
ment (c. à d. qui s’obtient des fonctions continues par un nombre 
fini ou par une infinité dénombrable de passages à la limite), 

fonction satisfaisant à la condition de Baire — toute fonction 
qui est continue sur chaque ensemble parfait, quand on néglige 
les ensembles de première catégorie de Baire par rapport à cet 
ensemble parfait ^), 

ensemble jouissant de la propriété de Baire — tout ensemble E 
(situé dans un espace métrique) tel que pour tout ensemble par- 
fait P il existe une sphère 5 contenant à son intérieur des points 
de P et telle qu’au moins un des ensembles SPE et SP— E est 
de première catégorie de Baire par rapport à P^). 

On montre que la condition nécessaire et suffisante pour 
qu’une fonction f {x) satisfasse à la condition de Baire est que 
pour tout F fermé l’ensemble E [f{x) e F] jouisse de la propriété 


0 Fiind, Math. XV, p. 126. 

“) Ibidem, p. 127. 

^) M. K U r a t O w s k i (Topologie I, Monografje Matematyczne, 1933, p. 194) 
rappelle fonction à propriété de Baire au sens restreint (cf. ibid., p. 191). 

*) M. K U r a t O w 8 k i (Topologie I, p. 55) l’appelle ensemble jouissant de 
la propriété de Baire au sens restreint (cf. ibid., p. 49). 
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de Baire ^). La propriété de Baire d’un ensemble quelconque et 
la propriété de sa fonction caractéristique (c. à d. égale à 1 dans 
lui et à 0 partout ailleurs) de satisfaire à la condition de Baire 
sont équivalentes. 

Théorème 1. Chaque fonction de Baire d'une variable réelle 
transforme tout ensemble jouissant de la propriété L en ensemble 
jouissant de la propriété C ’). 

Démonstration. Soit / (x) une fonction de Baire d’une 
variable réelle. Il existe alors, comme on sait, un ensemble K 
de première catégorie, tel que la fonction /(x) est continue sur 
l’ensemble C — /C^). 

Pour tout on a identiquement f {E) ~ f {KE) f {E — K), 

Or, soit E un ensemble linéaire (infini) jouissant de la pro- 
priété L. L’ensemble K étant de première catégorie (donc con- 
tenu dans une somme d’une infinité dénombrable d’ensembles 
parfaits non-denses), l’ensemble KE^ et à plus forte raison l’en- 
semble f {KE), est au plus dénombrable et jouit par suite de 
la propriété C. Une somme de deux ensembles jouissant de la 
propriété C étant aussi un ensemble qui jouit de la propriété C, 
il s’agit de montrer encore que l’ensemble f {E — K) jouit de cette 
propriété. 

Nous pouvons évidemment supposer que l’ensemble E — K 
est infini. Soit C? = (x^, x.,, x^,, ...) un sous-ensemble de f — A", dé- 
nombrable et dense dans E — K Considérons une suite infinie 
quelconque de nombres réels positifs a,, «o, a., ... et soit k un 
nombre naturel donné. 

La fonction / (x) étant continue dans l’ensemble (' — K donc 
à plus forte raison dans l’ensemble E — il existe un nombre 
positifs Ok tel que les formules 

0 Ibid., p. 194—195. 

*) C’est une généralisation d’un théorème que j’ai démontré dans Fund, 
Math, XI, p. 302—304; cf. Mathematica vol. 1, p. 115. 

Voir p. ex. Fund. Math, I, p. 163. 
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(1) |jf- 
entraînent l’inégalité 

( 2 ) 


A;* I < S* et X t E — 
\f{x) -f{x>,)\ 


K 


Désignons par R l’ensemble de tous les nombres x de E — K 
qui satisfont aux inégalités 

(3) I a; — AC* I > ô* pour k~\,2, 3, ... 


L’ensemble Q étant dense dans E — K, on voit sans peine 
que l’ensemble R est non-dense; comme contenu dans l’ensemble E, 
qui jouit de la propriété C, l’ensemble R est donc au plus dénombra- 
ble. Posons R = —) et désignons pour k — \, 2 , 3, ... : par 


hk—l 


l’intervalle 


fiyk) 


Û 2*— 1 

"" 2 ' 


’/(.y*) + 


Qa*— 1 
2 


et par A* l’intervalle 



La longueur de l’intervalle /* est donc 


égale à u* pour « = 1, 2, 3, ... et on voit sans peine que l’ensem- 
ble / {R) est recouvert par les intervalles /i, /,, 4, ... Or, l’ensem- 
ble f (E — K) — f (R) est en même temps couvert par les interval- 
les I 4 , /j, ... 


En effet, soit q un élément de f {E — K)—f{R). On a donc 


(4) qzf{E-K) et (5) qnon-zf{R). 


En vertu de (4), il existe un nombre ac de £ — /C tel que 
q=f{x) et, en vertu de (5), il vient xnon-eR. D’après la défi- 
nition de l’ensemble R, les inégalités (3) ne peuvent donc être sa- 
tisfaites toutes à la fois. Il existe par conséquent un nombre na- 
turel k pour lequel | ac — a:* | < 8 * et, l’inégalité ( 1 ) entraînant l’iné- 
galité (2), la définition de l’intervalle hk montre que le point 
q = f {x) appartient à cet intervalle. 

Tout point q de l’ensemble f {E — K)— f (/?) est donc con- 
tenu dans un (au moins) des intervalles /j, / 4 , /g, ... et par consé- 
quent l’ensemble f {E — K) = f {R) [f{E — /C) — f {R)] se trouve 
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entièrement couvert par les intervalles /j, / 2 , 4, ... Il jouit donc 
de la propriété C, c. q. f. d. 

Théorème 2. Aucun ensemble linéaire indénombrable jouissant 
de la propriété L ne jouit de la propriété de Baire relativement 
à la droite ^). 

Démonstration. Soit E un ensemble linéaire indénom- 
brable jouissant de la propriété L: un tel ensemble est nécessai- 
rement de deuxième catégorie de Baire, puisque chaque ensemble 
jouissant de la propriété L admet un ensemble au plus dénom- 
brable de points communs avec tout ensemble parfait non-dense, 
donc aussi avec tout ensemble de première catégorie. Or, chaque 
ensemble linéaire de deuxième catégorie est partout de deuxième 
catégorie, c. à d. de deuxième catégorie dans tout intervalle partiel 
(en cas de l’espace métrique général dans toute sphère partielle) 
d’un certain intervalle: soit / un tel intervalle pour l’ensemble E, 
Si l’ensemble I — E était de première catégorie, il existerait, com- 
me on voit sans peine, un ensemble parfait P contenu dans l’en- 
semble I — (I — E) ^ car le complément à un intervalle d’un en- 
semble de première catégorie contient toujours un sous-ensemble 
parfait. Cependant l’existence de l’ensemble P est impossible, 
l’ensemble E jouissant de la propriété L. L’ensemble I—E est 
donc de deuxième catégorie et par suite il existe un intervalle 
JÇZf tel que I~E est partout de deuxième catégorie dans J. 
Les ensembles E et J — E = J {I — E) sont donc partout de deu- 
xième catégorie dans intervalle 7, c. à d. que l’ensemble E ne jouit 
pas de la propriété de Baire relativement à la droite, c. q. f. d. 

La propriété L étant évidemment héréditaire “), le th. 2 en- 
traîne les deux corollaires suivants: 


On dit qu’un ensemble linéaire E ne jouit pas de la propriété de 
Baire relativement à la droite y s’il existe un intervalle de cette droite dans le- 
quel l’ensemble £, en même temps que son complémentaire, sont partout de 
deuxième catégorie. 

cf. plus haut, p. 28, renvoi 2). 
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Corollaire 1. Si un ensemble linéaire E Jouit de la propriété L, 
aucun sous-ensemble indénombrable de E ne jouit de la propriété de 
Baire relativement à la droite. 

Corollaire 2. Tout sous-ensemble indénombrable d'un ensem- 
ble (linéaire) jouissant de la propriété L est de deuxième catégorie 
de Baire, 

Il est aisé de voir que la condition du corollaire 2 est non 
seulement nécessaire, mais aussi suffisante pour qu'un ensemble E 
jouisse de la propriété L. 

En effet, si tout sous-ensemble non dénombrable d’un en- 
semble linéaire E est de deuxième catégorie, aucun ensemble 
parfait non-dense ne peut contenir un sous-ensemble indénom- 
brable de £*, car ce serait alors un sous-ensemble indénombrable 
de E de première catégorie. 

Théorème 3. Si E est un ensemble linéaire jouissant de la 
propriété L, toute fonction de Baire définie sur E est de classe < 2 
(sur E) 0. 

Démonstration. Soient E un ensemble linéaire jouissant 
de la propriété L et f {x) une fonction de Baire définie sur E. 
Une fonction de Baire définie sur un ensemble linéaire quelcon- 
que peut, comme on sait, être toujours prolongée à une fonction 
de Baire d’une variable réelle ^): il existe donc une fonction de 
Baire cp {x) définie sur l’ensemble C de tous les nombres réels et 
qui coïncide avec / (x) sur E. 

Comme toute fonction de Baire d’une variable réelle satisfait 
à la condition de Baire, il existe un ensemble K de première ca- 
tégorie tel que la fonction ç {x) est continue sur l’ensemble c' — K. 
La fonction f{x), comme égale à 9 (x) dans E, est donc continue 
sur l’ensemble E (C ~ K) — E — EK, Or, l’ensemble E jouissant 
de la propriété L et l’ensemble K étant de première catégorie, 

Cf. Fund. Math. XV, p. 212 et p. 285. 

*) Voir p. ex. Fund. Math. XVI, p. 81. 
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l’ensemble EK est au plus dénombrable. La fonction / {x) est 
donc continue sur lorsqu’on néglige un ensemble au plus dé- 
nombrable. Une telle fonction est, comme on sait, de classe < 2 
sur E. 

Théorème 4. Si un ensemble linéaire non dénombrable E 
jouit de la propriété L, il existe une fonction réelle définie sur E 
et qui est de classe 2 sur E ^). 

Démonstration. Soit D un sous-ensemble de E dénom- 
brable et dense dans E. Posons 

/ (a:) = 0 pour X ç. D 
et 

f {x) — 1 pour X ç: E — D. 

Il suffit de montrer que E jouissant de la propriété L, la 
fonction / (a:), ainsi définie sur £, est de classe 2 sur E, La fon- 
ction f {x) étant sûrement de classe ^2 sur E (en tant que con- 
tinue, lorsqu’on néglige l’ensemble dénombrable D), cela revient 
à prouver que f {x) n’est pas de classe 1 sur E. 

D’après le théorème 2, l’ensemble E est de deuxième caté- 
gorie et il existe un intervalle I dans lequel E est partout de deu- 
xième catégorie. L’ensemble D étant dense dans £", la définition de la 
fonction f {x) montre aussitôt que f {x) est une fonction disconti- 
nue sur £" en tout point de EL Or, M. C. Kuratowski a démon- 
tré “) que l’ensemble des points de discontinuité d’une fonction de 
classe < 1, définie sur un ensemble linéaire, est toujours de pre- 
mière catégorie sur cet ensemble. En conséquence, si la fonction 
f {x) était de classe < 1 sur £, donc aussi sur Ef l’ensemble El 
serait de première catégorie sur lui-même et par suite sur la 
droite C {El étant dense dans /). Cependant on se trouverait 
alors en contradiction avec le th. 2, p. 41, car El est un sous- 
-ensemble indénombrable de l’ensemble £*, qui jouit par hypothèse 
de la propriété L. 


Cf. G. P O P r O U g é n k O, Fund. Math. XV, p. 285. 
2) Fund, Math. V, p. 80, théorème 1. 
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Théorème 5. Soit m (E) une fonction définie pour tous les 
sous-ensembles E d’un ensemble linéaire Q de façon que les condi- 
tions suivantes soient remplies: 

(i) m (E) est un nombre (fini) réel non négatif, quel que soit 

ECQ, 

(ii) m ^ m {En), quelle que soit la suite (finie ou in- 

finie) fl, £2, ... , En, ... de sous-ensembles disjoints de Q, 

(iii) m (E) = 0, iorsque E est un ensemble formé d’un seul 
élément de Q. 

Dans ces conditions, si l'ensemble Q jouit de la propriété L, 
la fonction m {E) s’annule identiquement pour tout f C Q 0- 


Démonstration. Etant donné un s > 0 réel quelconque et 
un élément de Q, désignons par En l’ensemble de tous les points 


1 


< - et posons E=E^-\-E 2 -\-E^-\- .. 
n 


X ç. Q tels que < x ■— Xç, 

« + 1 

Les ensembles En {n = 1, 2, 3, ...) sont évidemment des sous- 
-ensembles disjoints de Q: d’après (i) on a donc l’égalité 
m (E) — m (£,) + m {Ef) + ... Le nombre m {E) étant fini, la série 
m (fl) + m (fj) + ... est convergente et il existe un indice n tel 
que m (f„) + m (f„+i) + ... < e. Posons M = {xj) + ^« + £'«+1 + ••• 
Il vient d’après (ii) et (iii) m {M) = m (f„) + m (fn+i) + ... < £. Or, 
M est évidemment la partie de l’ensemble Q contenue dans l’in- 


tervalle I JC, — ^ J -H ^ • 

L n. 

Nous avons ainsi démontré que pour tout x,, e Q et pour tout 
s > 0 il existe un intervalle / entourant Xo, tel que m (QI) < s. 


*) Ce th. est un cas particulier du théorème plus général, démontré 
pour les ensembles Q jouissant de la propriété C (voir E. S z p i 1 r a j n, 
Fund, Math.,, XXII (1934), à paraître). L’énoncé du texte exprime le fait que 
l’ainsi dit problème de la mesure généralisé (cf. p. ex. S. Banach et C. K u- 
ratowski, Fund, Math, XIV, p. 127) comporte sur les ensembles Q à pro- 
priété L une solution toujours négative. Nous y reviendrons plus loin (voir 
§ 7, p. 60). 
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Soit maintenant x^, aTj, x^, ... une suite infinie de points de Q 
dense dans Q. Pour tout indice n il existe donc un intervalle I„ 

entourant Xn et tel que m (Qln) < • Posons R = Q — + 1^ + ...). 

C’est évidemment un sous-ensemble non-dense de Q. 

Or, admettons que Q jouisse de la propriété L. Comme en- 
semble non-dense situé dans Q, l’ensemble R est alors au plus 
dénombrable. En vertu de (ii) et (iii) il vient donc m(R) = 0, 
d’où selon (i) et (ii); 


OT (Q) = w Q /„j = /n |q ^ < 2^ /n |q /„ 


£ £ 

<7+2. + ' 


de sorte que m(Q)<£. Le nombre positif e étant arbitraire, il 
en résulte d’après (i) que l’on a ni(Q) = 0, donc d’après (i) et (iii) 
que m (E) = 0 pour tout sous-ensemble E de Q, c. q. f. d. 


Théorème 6 ^). Si un ensemble linéaire indénombrable Q jouit 
de la propriété L, il existe une fonction f{x) continue sur Q qui 
n'est par uniformément continue sur aucun sous- ensemble indénom- 
brable de Q. 


Démonstration. Soit Q un ensemble de nombres irra- 
tionnels de l’intervalle 9 = [0,1] jouissant de la propriété L. 
Considérons une fonction f {x) continue sur l’ensemble 9t9 de 
tous les nombres irrationnels de l’intervalle [0,1], mais qui n’est 
uniformément continue sur aucune portion de 72, c. à d. sur aucun 
ensemble 92 / où / est un intervalle partiel arbitraire de 9 . 


Il est facile de trouver des exemples pour les fonctions / {x) 
de ce genre. Telle est p. ex. toute fonction croissante dont l’en- 
semble des points de discontinuité est l’ensemble 92 de tous les 

On peut poser en particulier / {x) = ^ 


nombres rationnels. 


où E/ désigne le plus grand entier ne dépassant pas t. 

La fonction f {x) est évidemment continue sur l’ensemble Q. 


0 Voir ma Note dans le Bull, Acad, Roumaine XVII (1934), 1. 
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Reste à montrer qu’elle n’est uniformément continue sur aucun 
sous-ensemble indénombrable E de Q. 

Supposons par contre que la fonction f{x) soit uniformément 
continue sur un tel ensemble E. L’ensemble Q jouissant de la 
propriété L, l’ensemble E ne peut être non-dense dans Q. Il existe 
donc un intervalle / (Z O tel que E est dense dans I. La fonction 
f(x) étant par hypothèse uniformément continue sur E et continue 
sur l’ensemble ''ICI, contenu dans la fermeture de E, elle serait, 
selon un théorème connu, uniformément continue sur 927, con- 
trairement à l’hypothèse, selon laquelle la fonction f{x) n’est uni- 
formément continue sur aucune portion de 97. 

D’après une remarque que je dois à M. S. Saks, un raison- 
nement analogue permet d’établir le théorème suivant; 

Théorème 7. Si un ensemble linéaire indénombrable Q jouit 
de la propriété L, il existe une suite infinie fn(x) (n = 1, 2, ...) de 
fonctions continues d’une variable réelle qui converge non uniformé- 
ment vers 0 sur tout sous-ensemble indénombrable de Q, 

Démonstration. Soient Q un ensemble linéaire jouissant 
de la propriété L et Z) = {x^, x^, x^, ...) un ensemble dénombra- 
ble partout dense contenu dans CQ (lé complémentaire de Q). 

Posons /(a:„) = ™ pour n = l,2, 3, ... et f{x) — 0 pour xeCD. 
n 

On voit sans peine que la fonction / (a:) est continue en tout point 
de CD et discontinue en tout point de D et qu’il eiâste une suite 
infinie de fonctions continues d’une variable réelle fn{x) (« = 1,2, ...) 
qui convergent vers f{x) pour tout x réel. Reste à montrer que 
cette suite converge non uniformément sur tout sous-ensemble 
indénombrable de Q. 

En effet, soit N un sous-ensemble indénombrable arbitraire 
de Q. L’ensemble Q jouissant de la propriété L, il existe, comme 
nous savons, un intervalle 7 tel que N est dense dans 7. Suppo- 
sons que la suite fn{x) {n = 1, 2, ...) converge uniformément sur N. 
Elle converge donc uniformément sur un ensemble dense dans 
l’intervalle 7: les fonctions fn{x) (n = 1, 2, ...) étant continues, il en 
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résulte sans peine que la suite fn{x) {n = 1, 2, ...) converge unifor- 
mément sur l’intervalle / tout entier, donc que sa limite est une 
fonction continue sur I, Or, ce n’est pas le cas, car la fonction f{x) 
est par hypothèse discontinue en tout point de l’ensemble dense D, 

Théorème 8 ^). Si un ensemble linéaire Q jouit de la pro- 
priété L, il existe une suite infinie de fonctions d'une variable réelle 

AW) /sW) ••• continues, uniformément bornées et telles que 
pour chaque suite infinie croissante d'indices m^, m^^ ^ 3 , ... , la suite 
fm,{x\fmfx)^fm,{x) ... est couvergente tout au plus en une infinité dé- 
nombrable de points x de Q. 

Démonstration. Comme on voit sans peine, on peut 
définir (par induction) une suite infinie de fonctions continues 
d’une variable réelle fi{x),f2{x)^ ... telle que l’on ait 0 < fn{x) < 1 
pour tout n naturel et pour tout x réel, et qui remplisse en outre 
la condition suivante: 

(6) quel que soit /z = 1, 2, ... , il existe pour tout intervalle I 

de longueur < et pour tout indice k< n un nombre réel xzl tel que 
n 

Or, nous allons montrer que chaque suite fn{x) {n — 1, 2, ...) 
de ce genre (qui est uniformément bornée par définition) satisfait 
à la thèse du théorème. ^ 

Soit, en effet, m^ < m^ <m^< ... une suite infinie croissante 
d’indices et supposons que N soit un sous ensemble indénombrable 
de Q en tout point x duquel la suite infinie fmfx),frnjx\fmfx\ ... 
est convergente. Admettons enfin que l’ensemble Q jouisse de la 
propriété L. L’ensemble A^, en tant qu’indénombrable et jouissant 
de la propriété L (comme sous-ensemble de Q), est dense dans 
un certain intervalle /. Soit D un sous-ensemble dénombrable 
de N dense dans /. La suite fmix\fmfx )^ ... converge donc dans D 
et, d’après un théorème général connu, on peut en extraire une 


) Ce théorème et sa démonstration sont dus à M. S. Saks. 
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suite fnXx), fn,{x), fn,(x ), ... Qui couverge uniformément dans D, donc 
aussi dans I (puisque D est dense dans /). Or, c’est, comme voit 
sans peine, incompatible avec la condition (6). 

§ 4. Propriété M. 

Nous dirons qu’un ensemble linéaire E jouit de la propriété M 
de M. K. Menger 0 , si toute famille F d’ensembles ouverts tels 
que chaque point de E se trouve situé dans un ensemble appar- 
tenant à la famille F de diamètre aussi petit qu’on le veut con- 
tient une suite infinie d’ensembles ouverts dont la somme con- 
tient E et dont les diamètres tendent vers zéro («Nullfolge”). 

Théorème 9. Tout ensemble linéaire jouissant de la pro- 
priété L jouit aussi de la propriété M. 

Démonstration. Soit F une famille d’ensembles ouverts 
tels que pour tout point p de f et pour tout nombre réel e>0 
il existe un ensemble appartenant à F, contenant p et dont le 
diamètre est inférieur à s. Soit (PuP-i^Piy •••) un sous-ensemble de E, 
dénombrable et dense dans E. D’après la propriété de la famille F, 
il existe pour tout n naturel un ensemble P,, de F de diamètre 

Ô iPn) <-- et tel que pn^Pn- On aperçoit aisément que l’ensem- 
n 

ble Q = £ — (Pi + Pj + ^» + — ) est alors non-dense. 

Or, admettons que l’ensemble E jouisse de la propriété L. 
Comme sous-ensemble non dense-de E l’ensemble Q est donc au plus 
dénombrable. Soit ^i, ç'a, 9's une suite formée de tous les éléments 
de Q (on peut la supposer toujours infinie, en répétant, s’il y a 
lieu, le même point ad inf.). D’après la propriété de la famille £, 
il existe pour tout indice n un ensemble Qn de F tel que qn e Q» 
et 8 (Q„) < V«. 

Considérons la suite Pj, Qi, P2, Q3, P3, ... Les diamètres des 
ensembles de cette suite convergent vers 0 et l’ensemble-somme 


') Voir K. M e n g e r, Sitzungsber. Akad. \!/ien 133 (1924), p. 421. 
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5 = -f -f P3 Qg-f ... contient évidemment l’ensemble E, Donc, 

l’ensemble E jouit de la propriété de M. Menger, c. q. f. d. 

§ 5. Conséquences Co — C, de la proposition Ci. 

La proposition et le théorème 2 entraînent la 

Proposition C2. Il existe un ensemble linéaire de puissance 
du continu qui est transformé par toute fonction de Baire d'une 
variable réelle en un ensemble jouissant de la propriété C. 

Tout ensemble jouissant de la propriété C est évidemment 
de mesure nulle. La proposition C2 implique par conséquent la 

Proposition C3. Il existe un ensemble linéaire de puissance 
du continu dont toute image continue est de mesure nulle. 

En effet, pour montrer que C3, il suffit de rappeler que 

pour toute fonction continue /(x), définie sur un ensemble quel- 
conque E de nombres réels, il existe, comme on sait, une fonction 
de Baire de première classe définie sur l’ensemble c' de tous les 
nombres réels et qui coïncide avec f {x) sur E. 

Or, il est à remarquer que nous ne savons pas établir sans 
faire l’usage de l’hypothèse H non seulement la proposition C3, 
mais non plus la proposition affirmant l’existence d’un ensemble 
linéaire indénombrable qui se transforme en ensemble de mesure 
nulle par toute fonction continue d’une variable réelle. 

D’une façon analogue, nous ne savons démontrer qu’à l’aide 
de l’hypothèse H cette 

Proposition C^a . Il existe un ensemble linéaire de puissance 
du continu, dont toutes les images homéomorphes sont de mesure 
nulle. 

Or, nous savons démontrer sans l’hypothèse H qu’// existe 
un ensemble linéaire indénombrable dont toute image homéomorphe 
est de mesure nulle ^). 


Voir W. Sierpinski, Ftind, Math. VII, p. 188 et Publications de 
CUniv. de Belgrade 1934. 

W. Sierpinski, Hypothèse du continu. 


4 
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Notons toutefois que sans employer l’hypothèse H on sait 
démontrer le théorème que voici: 

0 étant line famille de puissance Kj de fonctions de Baire 
d'une variable réelle (ou, plus généralement, de fonctions qui sont 
continues, en négligeant un ensemble de première catégorie), il existe 
un ensemble linéaire indénombrable qui se transforme par toute fon- 
ction de la famille 0 en ensemble de mesure nulle ^). 

P. Urysohn appelait parfaitement mesurable un ensemble 
(linéaire) E, si tout ensemble homéomorphe à E est mesurable, 
et il a posé le problème: quelle est la puissance de la famille de 
tous les ensembles linéaires parfaitement mesurables? ^). 

Proposition C^. La famille de tous les ensembles linéaires 
parfaitement mesurables est de la puissance ®). 

Démonstration. Nous prouverons que D’après Cj 

il existe un ensemble linéaire de puissance du continu qui jouit 
de la propriété L. Cette propriété étant héréditaire *), la famille 
de tous les ensembles jouissant de la propriété L est évidemment 
de puissance 

En vertu du théorème 1, la puissance de la famille de tous 
les ensembles dont toutes les images continues jouissent de la 
propriété C est aussi de puissance 2^^. La proposition en 
résulte tout de suite. 

Il est à remarquer que l’existence de 2*<‘ ensembles indénombra- 
bles parfaitement mesurables linéaires peut être établie sans faire 
appel à l’hypothèse H\ tels sont p. ex. tous les ensembles indé- 
nombrables mesurables (5) et, plus généralement, analytiques. 

Voici encore une conséquence immédiate de la proposition 
et du théorème 1: 


Voir W. S i e r P i n s k i, Fund, Math. XXII, p. 42. 
2) Fund. Math. IV, p. 368 (Problème 22). 

M. Lavrentieff, Fund. Math, VI, p. 156. 
cf. la définition p. 28, renvoi ’). 
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Proposition C5. Il existe un ensemble linéaire E de puissance 
du continu et tel que l’intervalle linéaire n’en est pas une image 
continue i). 

D’après le théorème 1, il suffit évidemment de prendre pour E 
un ensemble quelconque . de puissance du continu qui jouisse de 
la propriété L. 

Or, si simple que peut paraître la proposition nous ne 
savons pas la démontrer sans admettre l’hypothèse H. Cependant 
nous savons démontrer sans admettre l’hypothèse H qxx’il existe 
un ensemble linéaire non dénombrable dont toutes les Images con- 
tinues sont distinctes de l'intervalle. 

En effet, si 2^» = Xi, cela résulte tout de suite de la propo- 
sition C 5 , et si 2 ^« > Si, il suffit de prendre un ensemble liné- 
aire quelconque de puissance Si- 

Il est à remarquer que sans faire appel à l’hypothèse H, on 
sait établir l’existence de deux ensembles linéaires de puissance 
du continu dont aucun n’est une image continue de l’autre; 
M. A. Lindenbaum a même démontré (sans admettre l’hypô- 
thèse H) qu’il existe une famille formée de 2 “^**' ensembles liné- 
aires de puissance du continu, telle qu’aucun d’eux n’est une 
image continue d’aucun autre ^). 

La proposition Ci entraîne en vertu du corollaire 1 la 

Proposition Cj. Il existe un ensemble linéaire de puissance 
du continu dont aucun sous-ensemble indénombrable ne jouit de la 
propriété de Baire relativement à l’intervalle (donc, dont tout sous- 
-ensemble indénombrable est de deuxième catégorie). 

1) Fund. Math. X\X, p. 208. 

L’énoncé de cette proposition est publiée dans les Ann. de le Soc. Po- 
lonaise de Math. X (Séance de la Section de Varsovie du 16.1.1931). En admet- 
tant que 2^^^* = ^ 2 , je l’ai démontré dans Fund. Math. XIX, p. 209. Notons 
à ce propos qu'on peut donner sur le plan une construction effective de 2^** 
continus dont aucun n’est une image continue d’aucun autre (cf. Z. W a- 
raszkiewicz, Fund. Math. XVIII, p. 118, et N. A r o n s z a j n, Fund. Math. 
XIX, p. 134-136). 
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On déduit de Ci en vertu des théorèmes 3 et 4 la suivante 

Proposition C, ^). Il y a des ensembles de nombres réels sur 
lesquels U existe des fonctions de Baire des classes 0, 1 et 2, mais 
sur lequel il n’existe aucune fonction de Baire de classe 3. 

Or, on ne sait pas s’il y a un ensemble de nombres réels 
sur lequel il existe une fonction de classe 3, mais sur lequel il 
n’existe aucune fonction de classe 4 '). 

La proposition Cj entraîne en vertu du théorème 5 la solu- 
tion négative du problème généralisé de la mesure (non négative) 
pour les ensembles de puissance du continu; plus loin nous dé- 
duirons de Cl cette solution par une autre voie ®). 

Le théorème 6 et la proposition Cj donnent tout de suite cette 

Proposition Cg. Il existe une fonction f{x) continue sur un 
ensemble linéaire Q de puissance du continu, mais qui n'est unifor- 
mément continue sur aucun sous-ensemble indénombrable de Q ■'). 

La proposition Ci et le théorème 7 impliquent immédiatement la 

Proposition C,. Il existe une suite infinie convergente de 
fonctions d'une variable réelle fi(x),f 2 (x),fg(x),... qui convergent 
non uniformément sur tout ensemble indénombrable 

§ 6. Equivalences entre les conséquences C.„ C,o, C,, et Cy,. 

Nous prouverons maintenant (sans utiliser l’hypothèse H) 
que la proposition Cy est équivalente à chacune des propositions 
Cio, Cil et ^2 suivantes: 

Voir G. Poprougénko, Fund. Math. XV, p. 284—286. 

-) C’est un cas particulier (pour a ~ 4) d’un problème posé par M. M a- 
zurkiewicz sur les fonctions de classe a. Une solution pour a = 2 sera 
donnée plus loin (voir Chap. III, § 2, proposition C,,, p. 91). 

cf. p. 60, renvoi ‘0- On peut sans peine se débarasser de la condition 
que la mesure soit non-négative. 

*) Voir ma Note dans le Bull, Acad, Roumaine XVII (1934), Nr. 1. 

^) Voir W. SierpiAski, C. R, Soc, Sc. et Lettres Varsovie 1928, 
p. 84-87. 
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Proposition C^io- Il existe une suite infinie de fonctions d'une 
variable réelle f'"(x) (jn = 1, 2, 3, ...) et une suite double de fonctions 
d’une variable réelle fn{x) (m — 1, 2, 3, ... ; n— 1, 2, 3, ...), telles que 

(i) lim fn{x) = f'"{x) pour m = \,2, 3, ... , 

n=oo 

(ii) lim /'"(a:) == 0, 

m~oo 

et que, quelles que soient la suite infinie croissante de nombres na- 
turels m^<m^<m^< ... et la suite infinie d'indices n^, n^, n ^, ... , 

(iii) légalité lim ffl^x) = 0 ne se présente que tout au plus 

pour une Infinité dénombrable de valeurs de x. 

Proposition existe une double suite d'ensembles fii 

telle que 

é' = fiî + B\ + ... + + ... 
c‘, + ... + + ... 

(I) 

d = B[ + + ... + Bi + ... 

(II) les ensembles d'une même ligne sont disjoints 

(III) quelle que soit la suite d’entiers positifs k^, ... , ki , ... , 

le produit f] (Bi + ^2 + ... + Bk) est au plus dénombrable. 

i=\ 

Proposition Cjj. Etant données deux suites infinies différen- 
tes de nombres naturels 

S = {ki} et T={ni), 

convenons d'écrire T S, lorsque Ui < ki pour tout i = 1, 2, ... 


La proposition Cn a été déduite de l’hypothèse H par M. M. B a n ac h 
et Kuratowski, Fund, Math, XIV, p. 128 . 
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Ceci posé, il existe me famille F de la puissance 2*^” ayant 
pour éléments certaines suites infinies de nombres naturels et satis- 
faisant à la condition: pour chaque suite infinie S de nombres na- 
turels (qu'elle appartienne à F ou non), l'ensemble de toutes les 
suites T de F différentes deux à deux et telles que T S est au 
plus dénombrable. 

Pour établir l’équivalence entre les propositions C>„ Cjo, Cn 
et Ci 2 , il suffit évidemment de prouver les quatre implications 

Ctj “>■ Cio Cjl -> Cl2 C,y 

1“ Co -> Cio. Admettons ta proposition C^; il existe donc une 
suite infinie convergente ?i(Ji;), «p 2 (-’fX ••• de fonctions d’une 

variable réelle qui convergent non uniformément sur chaque en- 
semble indénombrable. Nous définirons la suite double de fon- 
ctions fn{,x) comme il suit: posons pour tout m = 1, 2, ... , « = 1, 2, ... 
et X réel: 

1 

(1) fn {x) = 0, si I '^p{x) — ^(i(x) I < — pour p> n et q> n 

m 

et fni>i) = 1 dans le cas contraire. 

Fixons un m et un x. La suite ?i(x), ’fiix), (p 3 (x), .., étant 
par hypothèse convergente, il existe un indice r = r {m, a:) tel que 

1 — <P 9 (a;) 1 < — pour p> r et q> r. 

m 

Nous en concluons tout de suite selon (1) que l’on a fn{x) = 0 
pour n r, ce qui donne 

(2) lim/rW-O. 

tl—oo 

La formule (2) étant ainsi vraie pour tout m naturel et pour 
tout X réel, nous n’avons qu’à poser f%x) = 0 pour /« = 1, 2, 3, ... 
pour en tirer les formules (i) et (ii). 

Soit maintenant m^, m^, m^, ... une suite infinie croissante de 
nombres naturels et admettons que l’égalité (iii) ait lieu pour un 
ensemble indénombrable N de valeurs de x. Les fonctions fn{x) 
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ne prenant que deux valeurs 0 et 1, on en conclut qu’il existe 
pour tout nombre x € N un indice jj. {x) tel que l’on ait 

fn^{x') = 0 pour k> \i. (x). 

Il en résulte en vertu de (1) que 

(3) I '^p(,x) — '{q{x) I < ^ pour p> rik, q> tik, k> (x) et xcN. 

ttik 

L’ensemble N étant indénombrable et celui de tous les indi- 
ces naturels étant dénombrable, il existe un nombre naturel 5 
tel que l’égalité p- (x') = s se présente pour une infinité indénom- 
brable de nombres x € N. Soit leur ensemble. D’après (3) 
on a donc 

I I < ^ pour p> Uk, q> Uk, k> s et x c . 

ntk 

Comme /w* >- k (la suite infinie d’indices /«„ m^, aKj, ... étant 
croissante), il en résulte aussitôt que la suite infinie de fonctions 
9i(x), ’f-Ax), <p 3 (x), ... converge uniformément sur l’ensemble indé- 
nombrable Ni, contrairement à la propriété admise de cette suite. 

Ainsi l’égalité (iii) ne peut être vérifiée que pour les nombres 
réels X formant un ensemble au plus dénombrable. La condi- 
tion (iii) de la proposition C,o est donc également réalisée. 

2® Cio Cil- Admettons la proposition Cm et soient /"‘(x) 
6t fn{x) les suites de fonctions qui satisfont aux conditions (i) — (iii) 
de la proposition Cio- 

Posons pour i et k naturels, où k> 1: 

(4) B\=-- Z e\\ fAx) - f\x) I < 1 

n=l .ï L ^ .1 

et 

(5) FA\fn^^)-f\^)\<-] - EhfLAx) -/'(x)i <^1. 

n Jk .V L M M 

Nous allons montrer que la suite double d’ensembles 5* satis- 
fait aux conditions (I) — (II) de la proposition Cn- 

Soit à ce but i un indice et x un nombre réel donnés. 
D’après (i) il existe un indice p tel que 
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\fkx) - f\x) I < y pour n > p; 

soit k le plus petit de tels indices p. On déduit sans peine de (4) 
et (5) que l’on a alors x e fi*. La suite double fi* satisfait donc 
à la condition (I) et les formules (4) et (5) montrent d’elles-mêmes 
qu’elle remplit aussi la condition (II). 

Soit maintenant «i, « 2 * — une suite infinie de nombres na- 

turels. On a encore selon (4) et (5) 

BT+BT+ ... +B7^=nE \\fp{x) - r(x) I < 1 

P=nfn X I m. 

et 

(6) n(BT+BT+...+B7j^n U E\\fp{x)-r{x)\<l\- 

m—\ m—i p=n^ x V ^ J 

Soit X un nombre réel, tel que 

( 7 ) X€n(BT + BT + ... + B:i). 

m=l 


Il vient en vertu de (6) 

\f^(x) — /""(x) I < - - pour P tint et /w = 1, 2 , ... , 
m 

d’où en particulier 

I /""mW - /"“W I < “ • fi""'' /« = 1, 2, 3, ... , 

m 

ce qui donne d’après (ii) 

lim /n” (-V) = 0. 

Or, en vertu de la proposition cette égalité ne peut être 
remplie que pour les nombres réels x formant un ensemble au 
plus dénombrable. La formule (7) ne peut donc se présenter que 
tout au plus pour une infinité dénombrable des x, de sorte que 
la suite double {fi*} satisfait également à la condition (III) de la 
proposition Cu. 
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3® Cil ^ C'ij Admettons la proposition Cn et soit {5*} la 
suite double d’ensembles satisfaisant aux conditions (I) — (111) de 
la proposition Cn- Désignons par F la famille de toutes les suites 

infinies de nombres naturels «i, « 2 , « 3 , ... telles que le produit fl B‘„. 

(=1 ' 

n’est pas vide. Nous allons montrer que la famille F satisfait à la 
condition de la proposition Cl 2 - 

On voit tout d’abord que la famille F est de puissance du 
continu. Car d’une part, selon la condition (III) de la proposi- 
tion Cn, chaque produit / / B'„. est au plus dénombrable et d’autre 

/•=] 

part, selon la condition (I) de Cn, l’ensemble-somme de tous tes 
produits de ce genre coïncide avec l’ensemble (' de tous les nom- 
bres réels. 

Or, considérons une suite infinie quelconque de nombres na- 

00 

turels S = (kl, k 2 , ^ 2 , ...). L’ensemble // (55 -f- 52 -f ... -f BL) étant 

1=1 

au plus dénombrable selon la condition (III) de Cu, il n’y a parmi 

CXI' 

les produits // 55,. qui viennent correspondre aux suites différen- 

tes 7^2, 773 , ... avec m < ki {i — 1, 2, ...) que tout au plus une in- 
finité dénombrable qui ne soient pas vides, puisque deux produits 
de ce genre sont toujours disjoints d’après la condition (II) de 
Cela veut dire précisément que l’ensemble des suites T apparte- 
nant à la famille F et telles que T S est au plus dénombrable. 

4^ Ci 2 Cy. Admettons la proposition C 12 et soit F une fa- 
mille de suites infinies de nombres naturels qui satisfait à cette 
proposition. La famille F étant de puissance 2^*^, on peut repré- 
senter les suites qui lui appartiennent par Tx où x parcourt l’en- 
semble 6 de tous les nombres réels et on peut le faire d’une ma- 
nière à avoir Tx 7 ^ Ty pour x ^ y. 


0 L’équivalence des propositions Cn et C 12 a été démontrée par M. M. 
Banach et Kuratowski, Ftind, Math, XIV, p. 131. 
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Soit Tx = («f, « 2 , rtj) ...)• Nous définirons la suite de fonctions 
/iW) A W» /s ••• comme il suit. Etant donnés un x réel et un n 
naturel, si n est un terme de la suite infinie 

( 8 ) « 1 , « 2 , ttl , ... , 


soit P le plus petit indice tel que n — rtp; nous poserons dans ce 

cas fn(x) = -- et, si n n’est pas un terme de la suite (8), nous po- 
P 

serons fn{x) — 0. 

La suite infinie des fonctions fi(x),f 2 (x),f^(x), ... est ainsi dé- 
finie pour tout X réel. Nous allons montrer qu’elle satisfait à la 
proposition C,. 

Soit X un nombre réel et q un nombre naturel quelconques. 
La définition de /n{x) implique que pour n > «f + «2 + ... + rfq=}^q{x) 

on a soit fn{x) == -- où p > q, soit fn{x) — 0. On a donc toujours 

O 


d’où 


0</«W< — 
<1 


pour n > ^q{x), 


lim fn{x) — 0 pour tout x réel. 

/I=:oo 


D’autre part, soit N un ensemble indénombrable quelconque 
de nombres réels et supposons que la suite fi{x), /^(x), ... converge 
uniformément pour tout x c N. Il existerait par conséquent pour 
tout i naturel un indice qi tel que 

(9) \fn{x)\ < ^ pour X ç. N et /z 

i 


Or, d’après la définition de la suite fn{x) {n = 1, 2, ...) nous 
avons 




pour / = 1, 2, 3, ... et x réel. 


ce qui donne selon (9) 

tü < qt pour X €. N et / = 1, 2, 3, ... 
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En désignant donc par 5 la suite infinie q 2 , q,„ ... , il vient 
Tx <t, S pour X c N. 

Comme entraîne Tx^ il existerait ainsi une infi- 

nité non dénombrable de suites différentes Tx telles que 7^ <| 5 
et on se trouverait de la sorte en contradiction avec la propo- 
sition Ci 2 . La suite infinie fi(x),f 2 {x),f^{x),... satisfait donc à la 
proposition Cg, c. q. f. d. 

Ainsi, les propositions C,„ Ci„, Cn et Ci2 sont équivalentes. 

Le problème si elles sont équivalentes aussi à l’hypothèse H 
ou à la proppsition Cj, dont elles sont des conséquences, reste 
ouvert. 


§ 7. Origines et applications des propositions C,, — Cn- 

La proposition C,, a été établie par moi (à l’aide de l’hypo- 
thèse H) pour démontrer que le théorème connu de T. E g o r o f f, 
à savoir que les suites convergentes de fonctions mesurables con- 
vergent uniformément, lorsqu’on néglige un ensemble de mesure 
(extérieure) aussi petite qu’on le veut, n’admet pas d’extension 
aux fonctions quelconques d’une variable réelle '). 

La proposition ClO a été démontrée par moi (aussi à l’aide 
de l’hypothèse H) pour montrer que le théorème de M. Fréchet 
sur les suites doubles de fonctions mesurables n’admet pas d’ex- 
tension aux fonctions arbitraires ^). 

Le théorème de T. Egoroff implique que parmi les fon- 
ctions fn{x) {n = 1, 2, 3, ...) satisfaisant à la proposition Cq il y a 
qui sont non mesurables, et le théorème de M. Fréchet montre 
qu’il en est de même pour les fonctions fn{^) = 2, ... ; n = l,2, ...) 

qui satisfont aux conditions (i) — (iii) de la proposition Cio* 


C. R, Soc. Sc. Varsovie 1928, p. 84 — 87. Pour Péquivalence des pro- 
positions Cq et Cil voir ma note dans Fimd. Math. XIV, p. 277 — 280. 

2) Monatshefte /. Math. u. Phys. XXXIX, p. 233. Pour l’équivalence des 
propositions Cio ®t Cn voir ma note dans Stiidia Mathem. IV, p. 15 et suiv. 
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La proposition Cu a été établie (à l’aide de l’hypothèse H) 
par M. M. S. Banach et C. Kuratowski^) pour en déduire la 
solution négative du problème de la mesure généralisé Dans 
une Note récente j’ai déduit la proposition Cn directement de 
la proposition Ci. Mais le théorème de MM. Banach et Kura- 
towski peut être déduit aussi directement de la proposition Ci 
(sans passer par Cn), à savoir par l’emploi immédiat du théo- 
rème 5, établi p. 44. Une autre démonstration sera donnée au 
Chap. IV, § 3 (voir proposition Qs)" 

Il est à remarquer que l’on peut établir facilement l’implica- 
tion suivante: 

P, - Ca. Admettons à ce but la proposition P^ et soit {Ai} 
un système d’ensembles assujetti aux conditions 1) — 3) de cette 
proposition. Posons 

(10) B* = Ah pour i = 1, 2, 3, ... et k — 2, 3, 4, ... 
et 

( 11 ) 

*=2 

Nous allons montrer que le système d’ensembles B* satisfait 
aux conditions (1) — (III) de la proposition Ca- 

Qu’il satisfait aux conditions (I) et (II) de Ca> cela résulte 
facilement de (10) et (11) en vertu des conditions 1) et 2) de P^, 
admises pour A\. Pour établir la condition (III) de Cn, considé- 
rons une suite infinie quelconque /?,, ... de nombres naturels. 

Le système d’ensembles A'x satisfaisant à la condition 3) de la pro- 
position /*4 et cette dernière étant, comme nous savons *), équiva- 
lente à la condition 3"), l’ensemble 6 — ^ hi ®st au plus dé- 

/=i 

nombrable. Or, la condition (II) de Cn» qui vient d’être établie, 
entraine selon (10): 


>) Fund. Math. XIV, p. 128. 

*) Cf. p. 44, th. 5 et plus loin Chap. IV, § 3, proposition € 53 . 
») Fund. Math. XXII (à paraître). 

0 Voir Chap. I, p. 18. 
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5i + ^2 + ••• + — -SÂ/H-i = £ — -4*, -4-1 , 

ce qui donne tout de suite 

+ 02 + ... + 5 *,) 

de sorte que la condition (III) de Cn est également réalisée. 

Notons que l’on peut définir effectivement une suite double d’en- 
sembles B'k satisfaisant aux conditions (I) et (II) de la proposi- 
tion Cil telle que pour chaque suite infinie de nombres natu- 
rels ki,k 2 ,k^, l’ensemble 1 1 B 2 -\- ... + B'f,.) soit non-dense. 

1 

Il suffit à ce but, pour tout nombre naturel i, de ranger en une suite 

infinie tous les intervalles ^ (où / = 0, ± 1, ± 2, ...) 

i i 

et de désigner par 5* le Æ-ième terme de cette suite. 

Par contre, sans admettre l’hypothèse H, nous ne savons pas 
démontrer l’existence d’une suite double d’ensembles B'k satis- 
faisant aux conditions (I) et (II) de Ci, et telle que pour chaque 
suite infinie Æ,, k ^, ... de nombres entiers positifs, l’ensemble 

oo 

soit de mesure nulle. On voit sans peine 

/=:1 

que parmi les ensembles Bk formant une telle suite double il y a 
nécessairement des ensembles non mesurables. 

§ 8. Proposition C\ et son équivalence avec Cj. 

Nous dirons qu’une famille 3 de suites finies de nombres 
naturels est complète, si quelle que soit la suite finie de nombres 
naturels /Wj, m^, ... , mu (appartenant à S ou non), il existe une 
suite de S telle que et Ui — mi pour / = 1,2, ... ,Æ. 

D’après M. C. Kuratowski on peut démontrer sans utiliser 
l’hypothèse H que la proposition Q équivaut à la proposition 
suivante: 

Proposition Ci. U existe une suite double d'ensembles Bk qui 
satisfait aux conditions (I) et (II) de la proposition C^ et à la con- 
dition suivante 


lliBi 


C//(c‘ 

/=1 




-2:4 


J 



62 


Chapitre II. L’ensemble de M. Lu s in. 


(Iir) quelle que soit la famille complète de suites S, l’ensemble 

c‘- 2 

W,. «a, ... , rti 

où la sommation s’étend à toutes les suites («i, ... , ni) de la 

famille S, est au plus dénombrable. 

Voici une esquisse de démonstration de l’équivalence entre 
Cl et cl 1). 

1“ Cl -> C*. Soit N un ensemble de M. Lusin contenu dans 
l’ensemble 9t des nombres irrationnels. Désignons par Bk l’en- 
semble de tous les éléments de N dont le développement en frac- 
tion continue admet le nombre k comme son i-ème dénominateur. 
Le système {5*} satisfait aux conditions de la proposition Ci. 

2® Cl -> Cl. Etant donnée une suite double {5*} d’ensembles 
satisfaisant aux conditions de la proposition C*, l’ensemble de 

tous les nombres irrationnels |^- -f + ... pour lesquels le pro- 

I «1 I fh 

duit llB'n, est non vide constitue un ensemble de M. Lusin. 

/=i ' 

La déduction de ces implications s’appuie sur le lemme 
suivant, dont la démonstration n’offre pas de difficulté; 

Nn„n, rij désignant l'ensemble de tous les nombres irration- 

nels dont le développement en fraction continue admet le nombre 

Il 1 ! Il 

i ' -1- -f ... -f- I pour i-ème réduit, la condition nécessaire et suf- 
I «1 ! «2 I //,• 

fisante pour qu’un ensemble ouvert G soit dense dans l’ensemble 919, 
est que la famille de toutes les suites finies de nombres naturels 
« 1 , rt-i, ... , Hi pour lesquelles on a N„,^ G soit complète. 

§ 9. Conséquences Cu et de C,. 

La proposition Ci entraîne en vertu du théorème 8, p. 47, la 
Proposition ^18- Il existe une suite infinie fi(x), ÇsWj ••• 
de fonctions d’une variable réelle telles qu’étant donnée une suite 

0 Une démonstration détaillée sera publiée par M. C. Kuratowski 
dans Fund, Math. XXII. 
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infinie croissante quelconque d'indices m^<m^<m^< , V ensemble 

de tous les nombres réels x pour lesquels la limite (finie ou infinie) 
lim (a:) existe est au plus dénombrable i). 

/î^oo ^ 

Admettons, en effet, la proposition Il existe donc un 
ensemble N de puissance du continu jouissant de la propriété L. 
Soit fn{^) iP' = I5 2, ...) une suite infinie de fonctions d’une variable 
réelle satisfaisant aux conditions du théorème 8. L’ensemble N 
étant de puissance du continu, il existe une fonction ^(a:) qui 
établit une correspondance biunivoque entre les nombres x de C 
et les nombres de N. Posons ?m(A:) = (a:)) pour x réels et 
pour m = 1, 2, 3, ... Les fonctions ftn{^) {jn = 1, 2, 3, ...) satisfaisant 
aux conditions du théorème 8, on voit sans peine que les fon- 
ctions ^m{x) (m — 1, 2, 3, ...) satisfont à la proposition Qg. 

La proposition Q implique en vertu du théorème 9, p. 48, la 

Proposition Il existe un ensemble linéaire qui jouit de 
la propriété M et qui n'est pas un ‘^). 

Admettons, en effet, la proposition Q et soit N un ensemble 
satisfaisant à cette proposition: Evidemment l’ensemble N n’est 
pas un or, d’après le théorème 9, il jouit de la propriété M. 

§ 10. Ensembles toujours de I-re catégorie. 

Un ensemble (linéaire) est dit d’après M. N. L u s i n toujours 
de première catégorie, s’il est de première catégorie de Baire sur 
tout ensemble (linéaire) parfait. 

Un ensemble indénombrable qui est toujours de première 
catégorie ne peut pas être mesurable (fl), ni même analytique, tout 


Cette proposition (qui constitue la solution négative d’un problème 
posé par M. S a k s) a été démontrée par moi à l’aide de l’hypothèse H dans 
Fund, Math, XVIII, p. 110 et suivantes. Cf. aussi Chap. IV, § 2, proposition C.o* 

2) Voir W. Sierpihski, Fund, Math, VIII, p. 223. La proposition 
résout un problème posé par M. K. M e n g e r (Sitzungsber. Akad, Wien 133 
(1924), p. 421); cf. aussi W. Hurewicz, Fand. Math, X, p. 196. 

3) Fund, Math, XXI, p. 115. 
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ensemble analytique indénombrable contenant un sous-ensemble 
parfait. Or, le problème s’il existe un complémentaire analytique 
(linéaire) indénombrable qui soit toujours de première catégorie 
équivaut à un des plus difficiles problèmes de la théorie des en- 
sembles analytiques, notamment à celui d’existence d’un complé- 
mentaire analytique indénombrable ne contenant aucun sous- 
-ensemble parfait. 

En effet, d’une part il est évident qu’un ensemble toujours 
de première catégorie ne contient aucun sous-ensemble parfait. 
D’autre part, admettons qu’il existe un complémentaire analytique 
(linéaire) Q, indénombrable et dépourvu de sous-ensembles par- 
faits. Les constituantes *) du complémentaire analytique Q, en tant 
que mesurables {B) -), sont donc toutes au plus dénombrables, et 
dans ce cas, comme nous avons démontré avec M. Lusin ’), l’en- 
semble Q est toujours de première catégorie. 

Il est à remarquer que l’hypothèse qu’il existe un complémen- 
taire analytique (linéaire) de puissance du continu et qui est un 
ensemble toujours de première catégorie implique l’hypothèse H. En 
effet, Q désignant un tel complémentaire analytique, il n’existe 
parmi les sous-ensembles de Q aucun ensemble parfait et les 
constituantes de Q sont toutes au plus dénombrables. Tout com- 
plémentaire analytiques étant une somme de ses Xj constituantes, 
Q est de puissance K,; comme il est par hypothèse de puis- 
sance du continu, on aurait 2*^" — Xj '). 


') Voir N. Lu 8 in, Leçons sur les ensembles analytiques, Paris 1930, p. 188. 

'0 Voir p. ex. C. K u r a t o w s k i. Topologie /, p. 264. 

N. Lus in et W. Sierpinski Rend. Accad. Lincei, vol. VII ser. 6 
(1928), p. 214-215. 

'*) Un autre problème concernant les complémentaires analytiques et 
dont la solution positive impliquerait l’hypothèse H est le suivant: 

Existe-t-il une fonction d'une variable réelle f (x), dont l'image géométrique 
(la „courbe“ y= /(.v)) soit un complémentaire analytique dépourvu de sous-ensembles 
parfaits? (voir N. L u s i n. Leçons sur les ensembles analytiques, Paris 1930, p. 287). 
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Théorème 10. Il existe une fonction f (x) continue dans Ven- 
semble 119, à valeurs distinctes dans cet ensemble et qui transforme 
tout sous-ensemble de 119 qui jouit de la propriété L en un ensem- 
ble toujours de première catégorie ^). 

Démonstration. Q étant un ensemble linéaire parfait 
et ô un nombre positif, il existe, comme on sait, une suite infinie 
Qu Q 25 Qsî ••• d’ensembles parfaits de diamètre < disjoints, situés 

dans Q et tels que l’ensemble ^ est dense dans Q, tandis que 

/2 = 1 

chacun des ensembles Qn {n ^ 1 , 2 , ...) est non-dense dans Q. 

Il en résulte sans peine l’existence d’un système d’ensembles 
parfaits n,, situés dans l’intervalle 9 et assujettis à la 
condition: quels que soient les nombres naturels k, n^, n^, ... , nu, 

les ensembles ... 1 , 2 , ... sont de diamètre < — ^ dis- 

k 

joints deux à deux, situés dans n,^ et tels que l’ensemble 

00 

^ Pn„ n ,. ... , n^, n est detise dans Pn„ n,, ... , tandis que chacun des en- 

n~l 

semblés P„„ „„ ... , n^. i, P„,. n„ ... , n/,. 2, ..., Pn„ n, n, ... Y est non-dense. 

Posons pour k = \,2, 3, ... : 



= S Pn.. 


fl 2 * 




(où la sommation s’étend à tous les systèmes de k nombres na 
turels « 1 , « 2 , ... , «a) et 


Soit X un nombre de l’ensemble ')l9 et 

+ Al 

«I I «2 

son développement en fraction continue infinie. On déduit de la 
définition des ensembles Pn,,n„...,nk que 

/ (•^) — Pn^' P «J, «a* Prti, «2, n, ••• 


A.I 

\no 


+ ... 


Voir N. L U 8 i n, Fund. Math. XXI, p. 119—122. 

W. Sierpiûski, Hypothèse du continu. 
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est un point bien déterminé de l’ensemble T. La fonction f {x) 
établit, comme on voit sans peine, une correspondance biunivoque 
entre les nombres x appartenant à l’ensemble 9(9 et les points 
de l’ensemble T. Le diamètre de l’ensemble ... , n étant 

< on montre aussi que la fonction / (x) est continue dans 969. 

Soit enfin P un ensemble parfait quelconque. Posons 

(12) E\xç. 119, f (x) € P]. 

X 

L’ensemble P étant fermé et la fonction f{x) continue dans ’1L9, 
l’ensemble R est fermé dans 119. Comme tel, il admet donc une 
décomposition en deux ensembles disjoints 

(13) P = Pi + /?2 , 


où Pi est non-dense et P 2 ouvert dans 119. 

Nous allons montrer d’abord que l’ensemble /(P 2 ) est de 
première catégorie dans P. 

Etant donnée, en effet, une suite finie de nombres naturels 
Ui, n 2 , , ih, désignons par Qn,.n, l’ensemble de tous les nom- 

bres X de 969 dont le développement en fraction continue admet 

1 1 1 1 1 I 

comme son /î-ième réduit le nombre p + + ... + ^ — '• 

1 «1 I «2 i 

L’ensemble Q,,„ est donc une portion de 119, notamment 

le produit de 11 par l’intervalle 


+ + 

tu \n^ \ tik 


«1 I/I 2 «A-l |rtA + l 


OU 


fr'+r 

Il I 


1 


1 


“I" ••• + r + I 

2 I 1 1 Ai* + 1 


p-' + p9 ... + ^ 

I «1 1 «2 


-T 

nk\ 


suivant que k est pair ou impair. 

On voit sans peine que tout ensemble ouvert dans 969, donc 
en particulier l’ensemble R.,, est la somme d’un nombre fini on 
d’une infinité dénombrable d’ensembles Qn„ ... , n^. La définition 
de la fonction f {x) montre que 
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(14) f{Qn„n, «*) — T- P n)^, 

quelle que soit la suite finie d’indices «i, n ^, ... , rik. 

Pour tout Qn„ n* C ^2 on S donc en vertu de (12), (13) 

et (14) 

(15) ^ ' Piti. n^. ÇZ P 

et on conclut des définitions de T et des ensembles parfaits 

Pn„ n,. ... , «ft que T est dense dans P„„ ce dernier étant fermé 

(de même que l’ensemble P), on tire donc de (15) 

(16) Pn„n, n^dP- 

D’autre part, il vient selon la définition de T 

oo 

Pn„ « 2 , ... , «yfe C ^ Pn„ n^, ... , n 
n=\ 

OÙ le membre droit est de première catégorie dans Tensemble 
Pn„ en tant qu’une somme dénombrable des ensembles non- 

-denses dans lui. Il en est donc de même du membre gauche; 
en vertu de (16) et (14) on en conclut aussitôt que l’ensemble 
ftf) est de première catégorie dans P. L’ensemble /?2 
étant composé d’un nombre fini ou d’une infinité dénombrable 
d’ensembles Qn„n„,..,n^, l’ensemble f (R 2 ) est donc encore de pre- 
mière catégorie dans P. 

Ceci établi, soit N un ensemble contenu dans 96.7 et jouis- 
sant de la propriété L. Il s’agit de montrer que l’ensemble / (A^) 
est de première catégorie dans P. 

Or, d’après (12) on a P f {N) = f{NR), d’où en vertu de (13) 
P / {N) = f ( A^Pi) + 7 {NR 2 ). L’ensemble R^ étant non-dense et l’en- 
semble N jouissant de la propriété L, l’ensemble A7?i, donc aussi 
l’ensemble /(A^Pi), est au plus dénombrable. Evidemment on a 
/(A^P 2 ) CI/(^ 2 ) l’ensemble /(P 2 ) ^st, comme nous savons, de pre- 
mière catégorie dans P. L’ensemble P' f{h)—f{NR)~f {NR^)-{-f{NR>^ 
est donc aussi de première catégorie dans P, c. q. f. d. 
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§ 11. Proposition C ,5 et ses conséquences Cu — Ci,,. 

En vertu du théorème 10, la proposition implique immé- 
diatement cette 

Proposition C 15 . Il existe un ensemble linéaire K de puis- 
sance du continu, toujours de première catégorie et qui est une image 
continue et biunivoque d’un ensemble jouissant de la propriété L. 

Le cas particulier du théorème 1 est que toute image con- 
tinue d’un ensemble linéaire jouissant de la propriété L jouit de 
la propriété C. La proposition entraîne donc tout de suite la 

Proposition Cig. U existe un ensemble linéaire K de puissance 
du continu, toujours de première catégorie et qui jouit de la pro- 
priété C. 

Un tel ensemble doit être regardé comme extrêmement 
pauvre en éléments aussi bien au point de vue de la caté- 
gorie, qu’au point de vue de la mesure. 

D’après la conséquence de Cl, il existe un ensemble liné- 
aire de puissance du continu qui est toujours de première caté- 
gorie. Nous ne savons pas démontrer Texistence d'un tel ensem- 
ble sans admettre l’hypothèse H, Or, on démontre sans admettre 
cette hypothèse qu’il existe un ensemble linéaire indénombrable 
(de puissance Si) qui est toujours de première catégorie ^). Ce- 
pendant on sait démontrer le théorème suivant sans admettre 
l’hypothèse H\ 

0 étant une famille de puissance Si de fonctions mesurables 
d*une variable réelle et 17 une famille de puissance Ki d'ensembles 
linéaires parfaits, il existe un ensemble linéaire indénombrable que 
chaque fonction de la famille 0 transforme en ensemble qui est 
de première catégorie dans tout ensemble parfait appartenant à la 
famille /7"). 


') N. L U 8 i n, Fund. Math. II, p. 155; W. S i e r p i ù s k i, C. /?. Soc. Sc, 
Varsovie XXV, p. 102. 

*) Voir W, S i e r p i ri s k i, dans Fund. Math. XXII, p. 47. 
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La propriété d’être un ensemble toujours de première catégorie 
étant évidemment héréditaire ^ et chaque ensemble de puis- 
sance du continu ayant sous-ensembles, la proposition ^15 

entraîne aussitôt cette 

Proposition La famille de tous les ensembles linéaires 

qui sont toujours de première catégorie est de puissance 2^^°. 

Comme tout ensemble qui est toujours de première catégorie 
jouit évidemment de la propriété de Baire, la proposition 
entraîne à son tour la 

Proposition Cig. La famille de tous les ensembles linéaires 
qui jouissent de la propriété de Baire est de puissance 2*^^°. 

Etant donné un ensemble toujours de première catégorie, sa 
fonction caractéristique (c. à d. qui prend la valeur 1 aux points 
de cet ensemble et la valeur 0 partout ailleurs) satisfaitit évidem- 
ment à la condition de Baire. La proposition Cl 7 entraîne donc 
encore la suivante 

Proposition Cj,. La famille de toutes les fonctions d'une 
variable réelle qui satisfont à la condition de Baire est de puis- 
sance 2^^°. 

D’après R. Baire toute fonction représentable analytique- 
ment satisfait à la condition de Baire *). La famille de toutes les 
fonctions représentables analytiquement d’une variable réelle ayant, 
comme on soit, la puissance du continu, donc une puissance < 2^^°, 
on conclut de C^ç, qu’// existe des fonctions d'une variable réelle 
satisfaisant à la condition de Baire, mais non représentables analyti- 
quement. 

Cette proposition a été déduite de l’hypothèse H par M. N. 
Lusin en 1914^) et ensuite démontrée par lui sans utiliser cette 


au sens de la définition, p. 28. 

La démonstration de ce théorème a été donnée pour la première 
fois dans le Mémoire de M. H. L e b e s g u e, Journ. de Math. (1905), p. 188. 

3) C. R. Paris 158, p. 1259. 
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hypothèse 0- On a trouvé même des exemples effectifs de fon- 
ctions satisfaisant à la condition de Baire, mais non représentables 
analytiquement 2 ), ce qui a donné la solution complète d’une que- 
stion posée par M. Lebesgiie, L c. ^). 

Au sujet des conséquences de C 15 il est à remar- 

quer, en outre, ce qui suit. Comme il a été déjà dit, on sait 
établir sans l’hypothèse H l’existence d’un ensemble linéaire de 
puissance et qui est toujours de première catégorie. Cet ensem- 
ble ayant 2 ^^ sous-ensembles, il en résulte sans peine qu’on peut 
démontrer sans admettre l’hypothèse H que la famille de tous les 
ensembles linéaires qui sont toujours de première catégorie et, par 
suite, la famille de toutes les fonctions d'une variable réelle qui 
satisfont à la condition de Baire, ont une puissance donc 

dépassant Si. 

§ 12, Images géométriques des fonctions* Fonctions superposées* 
Proposition C^o et ses conséquences Cji — 

A présent nous allons déduire de une conséquence (d’ori- 
gine récente) dont nous ferons ensuite quelques applications aux 
images géométriques des fonctions réelles sur le plan. 

Soit N un ensemble linéaire ayant la propriété L et situé 
dans l’ensemble '119, Considérons une fonction f {x) continue 
dans ce dernier et satisfaisant au théorème 10. L’ensemble f{N) 
est donc toujours de première catégorie au sens de la définition 
p. 63. 

Soit J l’ensemble de tous les points (a:, y) du plan, tels que 
x € A/ et y = f {x). La fonction f{x) étant continue dans A/, on 
voit sans peine que l’ensemble J est homéomorphe à N, Plaçons 
l’ensemble K sur l’axe OY\ c’est évidemment la projection de l’en- 
semble J sur l’axe O K 


0 Piind, Math, II, p. 157. 

*) Voir p. ex. N. L u s i n et W. S i e r p i n s k i, Journ, de Math. II (1923), 

p. 72. 

3) Cf. aussi N. Lu s in, Fund. Math. XX, p. 114 — 116. 
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Proposition Cso- 

Soient 5 l’ensemble-somme de toutes les parallèles à Taxe OX 
passant par les points de l’ensemble K et T l’ensemble de tous 
les points (x,y) du plan, tels que XÇ.9VJ ety==f{x), La fon- 
ction f(x) étant continue dans l’ensemble 9^9, qui est un on 
voit sans peine que l’ensemble T est aussi un G§. De plus, la 
fonction f (x) étant à valeurs distinctes dans )(:9, on a J — ST. 

Or, si l’ensemble 5 jouissait de la propriété de Baire, il en 
serait de même de l’ensemble J — ST (car le produit de deux en- 
sembles jouissant de la propriété de Baire jouit également de cette 
propriété). J étant homéomorphe à A/^ et la propriété de Baire 
étant, comme j’ai démontré invariante envers les transformations 
homéomorphes, l’ensemble N jouirait de la propriété de Baire, ce 
qui est incompatible en vertu du th. 2, p. 41, avec la propriété L 
de N. Par conséquent l’ensemble 5 est dépourvu de la propriété 
de Baire. 

La conséquence suivante de Cj se trouve ainsi démontrée: 

Proposition C 20 . IL existe un ensemble linéaire K situé sur 
Taxe d'ordonnées et jouissant de la propriété de Baire (même un 
ensemble toujours de première catégorie) tel que l'ensemble plan S 
formé de toutes les parallèles à Taxe d* abscisses qui passent par les 
points de K ne jouit pas de la propriété de Baire ^). 

Ceci établi, définissons comme il suit une nouvelle fonction 
g (y) de variable réelle, en conservant les notations précédentes. 

Si y non-ç. K, posons g {y) ~ — 1. 

Si j; € /C, il existe dans N \xn x bien déterminé tel que y=f {x)^ 
car K~f {N) et la fonction / (.v) est à valeurs distinctes dans N\ 
nous poserons alors g {y) = x. 

La fonction g (y) satisfait évidemment à la condition de Baire, 
puisque E (y) ^ —-\\ = K est un ensemble toujours de pre- 

mière catégorie. Or, Vimage géométrique de la fonction g (y), 

1) Fund. Math. IV, p. 319. 

Voir ma Note dans C. R. Paris, 197, p. 1716 (Note du 26 décembre 
1933); cf. aussi Fund. Math. XXII, p. 54. 
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c. à d. l’ensemble de tous les points {x,y) du plan tels que x—g{y), 
ne jouit pas de la propriété de Baire, puisque si © jouissait de 
cette propriété, il en serait de même de l’ensemble & — E [x = — 1], 

qui coïncide évidemment avec l’ensemble J. Cependant, comme 
nous avons vu plus haut, J ne jouit pas de la propriété de Baire. 
Nous avons donc cette 

Proposition Cm. Il existe une fonction (d'une variable réelle) 
qui satisfait à la condition de Baire, mais dont l'image géométrique 
ne jouit pas de la propriété de Baire. 

Plus loin nous déduirons d’une autre conséquence de l’hy- 
pothèse H une proposition en quelque sorte réciproque, notam- 
ment qu’il existe une fonction ne remplissant pas la condition de 
Baire et dont l’image géométrique jouit de la propriété de Baire 
(voir Chap. III, proposition C44). 

La remarque suivante et la conséquence C 22 sont dues à M. 
C. Kuratowski. 

Soient K ei S les ensembles satisfaisant à la proposition C 20 
et posons f{,x,y) — \ ou f{x,y) = (i, suivant que (x, _y)eS ou 
{x,y) non-ç. S. La fonction f{x,y) de variables réelles, ainsi 
définie, ne satisfait pas à la condition de Baire, puisque l’ensem- 
ble 5 n’a pas la propriété de Baire. Or, la fonction f{x,y) ne dé- 
pend évidemment que de la variable y et si l’on pose pour x 
et y réels f{x,y) = 9 (y), la fonction 9 {y) comme fonction d'une 
seule variable réelle y, jouit de la propriété de Baire, puisque 

E [? iy) ^ 0] = /c et K est un ensemble toujours de première ca- 

y 

tégorie. 

D’autre part, posons pour x g\. y réels F (x, y) = y. C’est 
évidemment une fonction continue de deux variables réelles. Or, 
(f iy) étant la fonction caractéristique de l’ensemble (linéaire) K, 
donc une fonction d’une variable réelle satisfaisant à la condition 
de Baire, la fonction F(x,(Ÿiy)) est la fonction caractéristique de 
l’ensemble (plan) 5, donc une fonction qui ne satisfait pas à la 
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condition de Baire. On aboutit ainsi à la conséquence suivante 
de ^20* 

Proposition C22. Une fonction continue de deux fonctions 
(d’une variable réelle) satisfaisant à la condition de Baire peut 
(comme fonction de deux variable réelles) ne pas satisfaire à la 
condition de Baire, 

Pour les fonctions continues d’une fonction (d’une variable 
réele) satisfaisant à la condition de Baire un tel cas est, comme 
on sait, impossible. Or, nous allons déduire de Ci (voir plus loin ^245 
p, 75) que, par contre, il existe des fonctions satisfaisant à la 
condition de Baire d’une fonction continue (d’une variable réelle) 
qui ne satisfont pas à la condition de Baire. 

Considérons d’abord une courbe continue de Peano 

(17) x = ^{t), y = ^{t) où 0<^<1 

remplissant le carré 9^ = [0 < a: < 1; 0 < 1]. On peut la dé- 

finir, comme on sait, d’une manière que les points du carré 9- 
aux deux coordonnées irrationnelles soient des points simples de 
la courbe (17), c. à d. qu’il existe pour tout couple (XQ^y^) de deux 
nombres irrationnels de l’intervalle 9 un nombre réel unique t^ 
de cet intervalle tel que aTq == cp (t^) et yo = ^ (A)). Telles sont p. ex. 
les ^courbes remplissant le carré” définies en effet par G. Peano 
et par M. D. Hilbert. 

Posons encore ^ (a:) — ^ (0) pour x < 0 et (x) = (1) pour 

x>l. La fonction ^(x) ainsi prolongée est continue pour tout x 
réel. 

Soit M la courbe gauche 

(18) X = cp (t)^ 3; = (t)^ Z = t où 0 < < 1; 

enfin, soient U l’ensemble de tous les points (a, b) du carré 9“ 
tels que la droite x = a^ y = b rencontre l’ensemble M en un seul 
point et V l’ensemble de tous les nombres t de l’intervalle 9 tels 
que (cp (t), ^ {t)) € U. 

La courbe (18) étant continue et bornée, on voit sans peine 
que les formules 
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(19) X = tp (0, y = 

établissent une homéomorphie entre les points t de l’ensemble V 
et les points (x,y) de l’ensemble U. 

Considérons un ensemble N IcD satisfaisant à la propo- 
sition Cl, c. à d. jouissant de la propriété L. On a donc pour 
tout a: e les relations x e 'ICO et f (x) e '-KO où f(x) désigne une 
fonction satisfaisant au théorème 10, p. 65. 

L’ensemble A= E [xtN\ y — f{x)] est donc contenu dans U 
(x.y) 

et en posant B = E [i (? (0> '1' (0) e on voit que 4es for- 

t 

mules (19) établissent aussi une homéomorphie entre les points 
(x,y) de A et les points t de B. Or, l’ensemble ^4 est comme nous 
savons, homéomorphe à et l’ensemble f {N) est une projec- 
tion biunivoque de A sur l’axe OY. Il en résulte tout de suite que 
(J) (fi) = f{N) et que ^ est une fonction à valeurs distinctes dans fi. 
Comme ensemble homéomorphe à l’ensemble fi ne jouit pas 
de la propriété de Baire. Ainsi, on parvient à la 

Proposition C23. U existe une fonction continue de variable 
réelle transformant d'une façon biunivoque un certain ensemble dé- 
pourvu de la propriété de Baire en un ensemble qui est toujours de 
première catégorie. 

L’ensemble fi, en tant que ne jouissant pas de la propriété 
de Baire, est indénombrable et il existe pour un intervalle I une 
décomposition deux ensembles disjoints, indénom- 

brables dans chaque sous-intervalle de /. Or, l’ensemble fi étant 
homéomorphe à N, chaque sous-ensemble non dénombrable de fi 
est homéomorphe à un sous-ensemble non dénombrable de N, 
donc, d’après le théorème 2, p. 41, à un ensemble qui ne jouit pas de 
la propriété de Baire. Par conséquent aucun sous-ensemble indé- 
nombrable de fi ne jouit de la propriété de Baire. Il en résulte 
que les ensembles et E 2 sont partout de deuxième catégorie 
dans /. 

Définissons maintenant la fonction 0* (x) d’une variable réelle 
comme il suit. Posons 
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(19) 

^{x) = \ 

pour X (El) 

(20) 

^ (X) = 0 

pour X non-z >]> (fj). 


C’est évidemment une fonction satisfaisant à la condition 
de Baire, car l’ensemble 

E (X) ^ 01 = <!> (A) C <]> (5) = / (A^), 

.V 

en tant que contenu dans /(A^), est toujours de première ca- 
tégorie. 

Or, posons 

(21) /W = ^ W) pour tout X réel; 

c’est donc une fonction satisfaisant à la condition de Baire d’une 
fonction continue (d’une variable réelle). 

Si x € Æ*!, on a d’après (19) et (21) f {x) = 1. Si x g Æ*.), on a 
d’après (20) et (21) f {x) — 0, la fonction ^ (x) étant à valeurs dis- 
tinctes dans 1 B = + Eo. Par conséquent: 

E[f(x) = n 3 E, et Æ’[/W-0]D£, 

A' A 

et, les ensembles et E^ étant partout de deuxième catégorie 
dans l’intervalle /, il en résulte que la fonction f {x) ne satisfait 
pas à la condition de Baire. On a ainsi cette 

Proposition C24. Il existe une fonction de variable réelle qui 
ne satisfait pas à la condition de Baire et qui est une fonction satis- 
faisant à la condition de Baire d’une fonction continue i). 


) Cf. W. S i e r P i n S k i, Armais of Mathematics 1934 (à paraître). 
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Applications aux relations entre catégorie et mesure. 

§ 1. Proposition sur la dualité entre première catégorie 

et mesure nulle. Conséquence 

Les conséquences de l’hypothèse H, qui ont été déduites 
dans le chapitre précédent, découlent directement de la propo- 
sition Cl de M. N. L U s i n, de sorte qu’on a pas besoin de faire 
intervenir dans leur démonstration d’autres conséquences de cette 
hypothèse. A présent nous ferons des applications de l’ensemble 
de M. N. Lu s in aux propositions qui seront déduites de l’hypo- 
thèse H par des voies différentes. 

La majeure partie de ce chapitre est consacrée aux questions 
liées avec une sorte de dualité qui s’observe entre les notions 
d’ensemble de première catégorie et d’ensemble de mesure nulle. 
On connaît notamment plusieurs théorèmes qui restent vrais, 
quand on remplace dans leurs énoncés les ensembles de première 
catégorie par ceux de mesure nulle, ou inversement ^). Nous ver- 
rons aussitôt que la raison de ce fait est d’un ordre très général 
et nous en poursuivrons les conséquences dans plusieurs problè- 
mes particuliers, en faisant l’usage fréquent de la proposition Cj. 


') Tel est p. ex. (outre les théorèmes exprimant l'hérédité et l'additivité 
absolue des deux notions) le lemme que j’ai établi dans les Fund. Math. XI, 
p. 302 (cf. aussi Bull. Acad. Polonaise 1928, p. 456, lemme 2). 
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Nous allons déduire de l’hypothèse H la conséquence suivante 
qui explique la dualité en question: 

Proposition C25. Il existe une fonction biunlvoque f(x) défi- 
nie dans l’ensemble C de tous les nombres réels, telle que f{C) = C 
et qui transforme chaque ensemble E Çf C de première catégorie en 
ensemble f {E) de mesure nulle, tandis que sa fonction inverse f~^{x) 
transforme, réciproquement, tout ensemble EÇ^C de mesure nulle en 
ensemble f~\E) de première catégorie. 

Démonstration. La famille de tous les Fr^ linéaires de 
première catégorie étant de puissance du continu, il existe en 
vertu de l’hypothèse H une suite transfinie du type 

(1) 01, 02, 

formée de tous les ensembles linéaires F, de première catégorie. 
Pareillemént, la famille de tous les linéaires de mesure nulle 
étant de puissance du continu, l’hypothèse H entraîne l’existence 
d’une suite transfinie du type 

(2) /'i, r„ ... , r,, ... , ... , a < 

formée de tous les ensembles linéaires Gg de mesure nulle. 
Posons pour tout a <Q 

( 3 ) =2:05 1 ) 

.a 

— ce sont encore des ensembles de première catégorie — et sup- 
primons dans la suite transfinie 

i^) ^^15 ‘5*3, ... , ... , Si, ... (j 12) 

tous les 5^ pour lesquels l’ensemble S^, — S est au plus dé- 

nombrable. Chaque ensemble de première catégorie admettant dans 
son complémentaire un F^ indénombrable de première catégorie, 


0 


Pour a = 1 on entendra par 2 j 

Ê<a ^ 


l’ensemble vide. 
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il est aisé de voir que les termes non supprimés de la suite (4) 
formeront encore une suite transfinie du type ii 


( 6 ) 


ç ç Ç Ç Ç 

••• 5 **• ’ 


(5<12) 


et que tous les ensembles 

(6) Q^. = S -Es (ii.<l2) 

‘ l-' |A ^ 

seront indénombrables. 

En outre, tout ensemble linéaire de première catégorie (en 
tant que situé dans un de première catégorie) est contenu dans 
un terme de la suite (5). 

Or, posons pout tout a < ti 

(7) T, A 

k'.a 

— ce sont des ensembles de mesure nulle — et supprimons dans 
la suite transfinie 


(8) T'i, 72, 73, ... , 7(,), ... , 7^, ... 1^) 

tous les ensembles 7^^ pour lesquels l’ensemble — ^ Tt est au 

plus dénombrable. Chaque ensemble de mesure nulle admettant 
dans son complémentaire un G^ indénombrable de mesure nulle, 
on constate aisément que les termes non supprimés de la suite (8) 
forment encore une suite transfinie du type 9. 


(9) Tj,,, T-p,, ... , Tj,,, T-pç, ... 

et que tous les ensembles 


(e<“) 


( 10 ) R, = -iTf^ 

sont indénombrables. 

En outre, tout ensemble linéaire de mesure nulle (en tant 
que situé dans un G3 de mesure nulle) est contenu dans un terme 
de la suite (9). 

Tous les ensembles (6) et (10) étant indénombrables, donc 
d’après l’hypothèse H de puissance du continu, il existe pour tout 
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nombre ordinal [x < 12 une correspondance biunivoque entre les 
éléments des ensembles et 

Or, les ensembles ([x < 12) sont deux à deux disjoints et 
leur somme forme l’ensemble 6. Pareillement, les ensembles 
((X < 12) sont deux à deux disjoints et, leur somme forme l’ensem- 
ble c’i. Les correspondances biunivoques entre les ensembles 
et R^, où 1 [x < 12, déterminent donc une transformation biuni- 
voque f(x) de l’ensemble £ en lui-même, telle que f (Q^^) = R^,. 
pour [X < 12. 

Ceci établi, soit E un ensemble linéaire quelconque de pre- 
mière catégorie. En vertu de la définition de la suite (5), l’en- 
semble E est contenu dans un terme de cette suite. Soit E (2 ■ 

D’après (6) et (3) on a évidemment ^ Q„, d’où E (2 ^ Q„ 

‘‘ Kï Kt 

et par conséquent 

f(E) Cf Œ Qf J = = To , 

ÎX<7 ix<Y ^ (X<Y ^ 

puisque = C d’après (10) et (7). On a donc f{E)C 

et comme < 1^, l’ensemble 7^^ est en vertu de (7) la somme 
d’un nombre fini ou d’une infinité dénombrable d’ensembles de 
mesure nulle. Il en résulte aussitôt que l’ensemble / (£^) est de 
mesure nulle. 

Soit, réciproquement, E un ensemble linéaire de mesure nulle. 
En vertu de la définition de la suite (9) l’ensemble E est contenu 
dans un terme de cette suite. Soit E= 7^^. Comme 

il vient E R^^, ce qui donne 

[X<>x ^ ' 

f-\E) C f-Kl R^) = I f-\R^) 5ax, 

p,<). |X<X |X<X 

d’où f~^{E)C^ai- Comme l’ensemble 5^^ est en vertu de (3) 

la somme d’un nombre fini ou d’une infinité dénombrable d’en- 
sembles de première catégorie. L’ensemble f~~\E) est donc à plus 
forte raison de première catégorie. 

L’implication H ^ C25 est ainsi établie. 
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Appelons avec M. E. Szpilrajn semblables deux familles 
d’ensembles 0i et 02, s’il existe une correspondance biunivoque cp 
entre 0^ et 02 et une correspondance biunivoque / entre la somme 
de tous les ensembles de la famille 0i et la somme Sj de tous 
ceux de 02, telles que l’on ait 

tp (£■) = / {E) pour tout £ € 01 ^). 

On connait peu d’exemples de familles d’ensembles de points 
qui soient semblables. Telles sont p. ex. la famille de tous les 
ensembles mesurables linéaires et celle de tous les ensembles me- 
surables (superficiellement) plans. 

Or, la proposition C25 peut s’exprimer comme il suit: 

Proposition C^^a. La famille de tous les ensembles linéaires 
de première catégorie et celle de tous les ensembles linéaires de me- 
sure nulle sont semblables. 

Soient maintenant f {x) une transformation qui satisfait à la 
proposition ^25 et A^i un ensemble satisfaisant à la proposition Cj. 
Considérons un ensemble linéaire quelconque E de mesure nulle. 
L’ensemble f~^{E) est donc de première catégorie et par suite 
l’ensemble AA, •/-*(£) est au plus dénombrable, de même que son 
image / (AA, •/-!(£))= /(^V,) •/(/-’(£))=/ (AAi)' £• Or, la transfor- 
mation / (a:) étant biunivoque et l’ensemble AA, étant de puissance 
du continu, l’ensemble AA=/(AA,) est aussi de puissance du continu. 

Nous avons ainsi déduit de la proposition Ci (moyennant la 
proposition C25) la conséquence suivante, qui correspond par 
dualité à C,: 

Proposition ^). U existe un ensemble linéaire N de puis- 
sance du continu qui a un ensemble au plus dénombrable de points 
communs avec tout ensemble linéaire de mesure nulle. 

La proposition constitue d’ailleurs, une partie de la pro- 
position Pga, p. 31. 


q Cf. A. N. W h i t e h e a d et B. R U 8 8 e 1, Principia Mathematica II,* 111. 
2) W. SierpiAski, Fund. Math. Y, p. 184. 
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Il est à remarquer qu’on établit sans faire appel à l’hypo- 
thèse H l’existence d’un ensemble linéaire non dénombrable N 
ayant avec tout ensemble de mesure nulle un ensemble de puis- 
sance < 2^^ de points communs. 

En effet, si 2^* === Xi, cela résulte immédiatement de la pro- 
position ^26 et si 2^« > Si, il suffit de prendre pour N un ensem- 
ble quelconque de puissance Sj. 

Notons que la proposition suivante sur les ensembles plans, 
analogue à Cj,-,, peut être déduite de l’hypothèse H par l’inter- 
médiaire des propositions tout à fait analogues à C, et Cjo, mais 
concernant les ensembles plans au lieu des ensembles linéaires (la 
marche des démonstrations restant la même): 

Proposition Il existe un ensemble plan N de puissance 

du continu dont tout sous-ensemble indénombrable est non mesurable 
superficiellement (au sens de L e b e s g u e). 

§ 2. Propriété S. Dualité entre L et S. Conséquences — 

Nous dirons qu’un ensemble linéaire jouit de la propriété S, 
s’il n’admet avec tout ensemble linéaire de mesure nulle qu’un 
ensemble au plus dénombrable de points communs. La propriété S 
correspond donc par dualité à la propriété L (Chap. II, § 2, p. 37) 
et la proposition C 2 G revient à affirmer l’existence d’un ensemble 
linéaire de puissance du continu jouissant de la propriété S. 

Commençons par donner des conditions nécessaires et suffi- 
santes pour l’existence (dans un ensemble linéaire) de sous- 
-ensembles jouissant de la propriété L et de la propriété S res- 
pectivement. Nous allons les déduire de la proposition Pg. Les 
deux propositions suivantes, où ces conditions sont formulées, se 
correspondent donc mutuellement par dualité. 

Proposition C27. Pour qu'un ensemble linéaire E contienne 
un sous-ensemble indénombrable N jouissant de la propriété L, il 
faut et il suffit qu'il soit de deuxième catégorie de Baire. 

Démonstration. La condition est nécessaire. En 
effet, si E est un ensemble de première catégorie et N un ensem- 

W. Sierpiûski, Hypothèse du continu. 6 
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ble jouissant de la propriété L, l’ensemble EM est au plus dé- 
nombrable, car tout ensemble de première catégorie est contenu 
dans la somme d’une série infinie d’ensembles parfaits non-denses. 
Par conséquent, si N est indénombrable, E ne peut pas contenir M. 

La condition est suffisante. Soient E un ensemble liné- 
aire de deuxième catégorie et 0 la famille de tous les ensembles 
qui sont des produits (parties communes) de E avec des ensem- 
bles parfaits non-denses. Evidemment 0 2^*». 

Comme ensemble de deuxième catégorie, E n’est pas une 
somme de Ko ensembles de la famille 0 et d’un ensemble au plus 
dénombrable. D’après la proposition P^, p. 25, il existe donc un 
sous-ensemble non dénombrable M àe E ayant avec tout ensemble 
de la famille 0 un ensemble au plus dénombrable de points com- 
muns. Donc, P étant un ensemble parfait non-dense quelconque, 
l’ensemble N EP=N P est au plus dénombrable, de sorte que 
l’ensemble N jouit de la propriété L. 

Proposition €2». Pour qu’un ensemble linéaire contienne un 
sous-ensemble indénombrable N jouissant de la propriété S, il faut 
et il suffit qu'il soit de mesure extérieure positive. 

Démonstration. La condition est nécessaire. En 
effet, d’après la définition de la propriété S, un ensemble indé- 
nombrable jouissant de cette propriété ne peut être de mesure 
nulle, donc à plus forte raison contenu dans un ensemble de me- 
sure nulle. 

La condition est suffisante. Soient E un ensemble liné- 
aire de mesure extérieure positive et 0 la famille de tous ses 
produits avec des ensembles Gj linéaires de mesure nulle. Il est 
évident que l’on a 0 < 2^«. Comme ensemble de mesure extérieure 
positive, E n’est pas une somme de Ko ensembles de la famille 0 
et d’un ensemble au plus dénombrable. D’après la proposition 
il existe donc un sous-ensemble indénombrable N E qui admet 
un ensemble au plus dénombrable de points communs avec tout 
ensemble de la famille 0. 
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Or, tout ensemble de mesure nulle est contenu dans un O5 
de mesure nulle. 

Par conséquent, Q étant un ensemble linéaire quelconque de 
mesure nulle, l’ensemble N - EQ = NQ est au plus dénombrable. 
L’ensemble N jouit donc de la propriété S. 

Les implications Pg -> 62, et Pj -> C2S sont ainsi établies. 

Nous démontrerons à présent, sans avoir recours à l’hypo- 
thèse H, quelques théorèmes sur les ensembles jouissant de la 
propriété S et nous en tirerons ensuite plusieurs conséquences 
moyennant la proposition C26. 

Lemme 1. SI f{x) est une fonction mesurable (d'une variable 
réelle), il existe pour tout nombre x^, réei donné et tout s > 0 un 
nombre ô > 0 tel que 

(11) rnesj!i’[0<|/(x)-/(A:o)|<5]<s. 

Démonstration. Posons, pour n = 1,2, 3, ... 

(12) M„=E\o<\fix)-fix,)\<~\; 

X n 

la fonction f {x) étant mesurable, les ensembles (12) sont évidem- 
ment mesurables. 

Or, on a d’après (12) 

D ^^2 D ^3 D - ^2 ^3 = 0. 

Les ensembles A4n (n = 1, 2, 3, ...) étant mesurables, il en ré- 
sulte, comme on sait, que lim mes Al„ = 0 et par suite, pour n 

/l—oo 

suffisamment grands, mes AI„ < e. En posant donc 8 = 7», nous 
aurons d’après (12) l’inégalité (11), c. q. f. d. 

Lemme 2. Si / (x) est une fonction mesurable (d’une variable 
réelle), E un ensemble linéaire donné et P un ensemble parfait, il 
existe un ensemble N de mesure nulle contenu dans E et tel que 
l'ensemble f (E) — f{N) est de première catégorie dans P. 

Démonstration. Il suffit évidemment de l’établir, en sup- 
posant que l’ensemble f {E) est dense dans l’ensemble parfait P 
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Soit 

(13) 

un ensemble dénombrable de points de / (f), dense dans P. Etant 
donnés deux nombres naturels n et k, il existe d’après le lemme 1 
un nombre positif tel que l’ensemble 

(14) Tnk = EVi<\f{x)-yH\< M 

JC 

(qui est évidemment mesurable) satisfait à l’inégalité 


(15) 
Posons 

(16) 


m ( Tn,k) < 


1 

2«+a 


N=E fj E T„.k. 
/2=1 


Il vient d’après (15) 


m 


Î Tn.^ <im{ Tn.H) < i -L 1 , 

/ A=i 2”+* 2" 


donc d’après (6) 

me{N) TnÀ < — pour « = 1, 2, 3, 

\/î=i / 2" 

ce qui donne 

m (A/) = 0. 


D’après (16) nous avons 

(17) f{E)-f{N)=f{E)-f[E Ü E 7'J. 

\ «=i *=i / 

Or, on a 

(18) A EU ipAcil I E[0<\y-y,\<s„,,], 

\ «=1 k—1 j n—l k—l y 

ce qu’on vérifie sans peine, en montrant à l’aide de (14) que tout 
élément du membre gauche de la relation (18) appartient à son 
membre droit. 

Les formules (17) et (18) donnent 

/ (£) - / (/V) C 5 c ( f £* [0 < I Ji; - i < B„A • 

n=l \*=1 y / 


( 19 ) 
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Or, les ensembles 

cl ^ Æ’ [0 < |3/-;/a1< oit « = 1,2,3,... 
sont évidemment non-denses dans P, puisque les ensembles 
E{^<\y—yk\< où. « = 1, 2, 3, ... 

y 

sont ouverts et denses dans P (l’ensemble (13) étant dense dans P). 

L’ensemble (19) est donc de première catégorie dans P, c. q. f. d. 

Théorème 1. Toute fonction mesurable d’une variable réelle 
transforme les ensembles jouissant de la propriété S en ensembles 
toujours de première catégorie ’)• 

Démonstration. Soient E un ensemble jouissant de la 
propriété S, f{x) une fonction mesurable d’une variable réelle et 
P un ensemble linéaire parfait. D’après le lemme 2, il existe un sous- 
-ensemble de f de mesure nulle et tel que l’ensemble f(E)—f(N) 
est de première catégorie dans P. Or, l’ensemble E jouissant de 
la propriété S, l’ensemble N (en tant que de mesure nulle et con- 
tenu dans E) est au plus dénombrable. Par conséquent l’ensem- 
ble /(f) =/ (A^) +[/(£■)— /(A^)|, en tant que somme de deux 
ensembles de première catégorie dans P, est de première catégorie 
dans P, c. q. f. d. 

A l’aide de l’hypothèse H on démontre la proposition suivante, 
réciproque du théorème 1: 

Proposition Si toute fonction mesurable d’une variable 
réelle transforme un ensemble linéaire donné E en ensemble de pre- 
mière catégorie, l’ensemble E jouit de la propriété S. 

Démonstration. Soit E un ensemble linéaire qui ne jouit 
pas de la propriété S: il existe alors un ensemble linéaire N de 
mesure nulle et tel que l’ensemble EN est non dénombrable, donc 
en vertu de l’hypothèse H de puissance 2**«. 11 existe par consé- 


') Voir ma Note du 21 Février 1929 dans C. R. Soc. Sc. Varsovie, XXII, 


p. 58. 
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quent une fonction f (x) définie sur EN, dont l’ensemble des va- 
leurs pour X e EN est l’ensemble £ de tous les nombres réels. 
Posons encore /(a:) = 0 pour x non-ç. EN. La fonction f (x) ainsi 
complétée pour tous les x e £ est évidemment mesurable, l’ensem- 
ble E [f W =7^ 0] = EN Q. N étant de mesure nulle, et elle trans- 

JC 

forme l’ensemble E en ensemble £, puisque f (E) ’E) f (EN) = £, 
donc en ensemble de deuxième catégorie. 

L’implication H -> C-,.) est ainsi établie. 

La proposition ^26 entraîne en vertu du théorème 1 la pro- 
position suivante (qui peut être regardée comme correspondant 
par dualité à la proposition C2, Chap. II, p. 49): 

Proposition C30. // existe un ensemble linéaire de puissance 

du continu que toute fonction mesurable d'une variable réelle trans- 
forme en ensemble toujours de première catégorie, 

La proposition C30 implique en particulier cette 

Proposition C31. Il existe un ensemble linéaire de puissance 2^^» 
dont toute image continue est un ensemble toujours de première ca- 
tégorie 

Il est à remarquer, en rapprochant la proposition C31 à la 
proposition C3, que nous ne savons pas s^il existe un ensemble 
linéaire indénombrable dont toute image continue soit à la fois de 
mesure nulle et toujours de première catégorie. 

Or, on peut démontrer, même sans addmettre l’hypothèse 
qu’il existe un ensemble linéaire indénombrable dont toute image 
homéomorphe est de mesure nulle et toujours de première caté- 
gorie 2) et même tel que toute homéomorphie généralisée au sens 
de M. Kuratowski*) (homéomorphie de classe a, p où a < 


Voir ma Note dans le Bull. Acad, Polonaise 1928, p. 455. 

‘0 Voir N. Lusin et W. Sierpinski, Rend. Accad. Lincei, vol. VIII, 
ser. 6, p. 214 — 215 et W. S i e r p i n s k i, Fiind. Math. VII, p. 188. Un autre 
exemple: W. Sierpinski, Fund. Math.XX, p. 33 et Publ. Univ. Belgrade, 1934. 

G. Kuratowski, Topologie I, p. 221; voir aussi ma Note dans Fund. 
Math. XXII (à paraître). 
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et P < il) le transforme en un ensemble qui est à la fois de mesure 
nulle et toujours de première catégorie. 

Théorème 2. Chaque ensemble linéaire indénombrable qui jouit 
de la propriété S est non mesurable. 

Démonstration. Soit £ un ensemble linéaire non dé- 
nombrable et jouissant de la propriété S. Par conséquent il n’est 
pas de mesure nulle. Or, E n’est non plus un ensemble mesura- 
ble de mesure positive, puisqu’un tel ensemble contient, comme 
on sait, un sous-ensemble parfait (donc indénombrable) de mesure 
nulle. L’ensemble E est donc non mesurable (au sens de M. Le- 
besgue), c. q. f. d. 

La propriété S étant héréditaire, le théorème 2 donne le 
suivant 

Corollaire. Tout sous-ensemble indénombrable d'un ensemble 
jouissant de la propriété S est non mesurable. 

On voit sans peine que la condition de ce corollaire est non 
seulement nécessaire, mais aussi suffisante pour qu'un ensemble 
jouisse de la propriété S. 

En effet, si tout sous ensemble indénombrable d’un ensemble 
linéaire E est non mesurable, aucun ensemble de mesure nulle 
ne peut contenir une infinité indénombrable de points de £*, car 
ces derniers formeraient alors un sous-ensernble indénombrable 
et cependant mesurable de E, 

La proposition C 26 entraîne en vertu de ce corollaire la con- 
séquence suivante (correspondant par dualité à la proposition Q, 
p. 51): 

Proposition C, 2 . Il existe un ensemble linéaire de puissance 
du continu dont tout sous-ensemble indénombrable est non mesurable. 

Il est à remarquer qu’on établit sans admettre l’hypothèse^ 
l’existence d’un ensemble linéaire de puissance du continu dont 
tout sous-ensemble indénombrable est non mesurable {B). Tel est 
p. ex. chaque ensemble de puissance du continu qui est totale- 
ment imparfait, c. à d. qui ne contient aucun ensemble parfait. 
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Soit E un ensemble satisfaisant à la proposition C32. L’en- 
semble E étant de puissance du continu, il existe une correspon- 
dance biunivoque entre les nombres a: e d et les éléments y ç . E. 
Autrement dit, il existe une fonction f {x) d’une variable réelle, 
à valeurs distinctes, et dont l’ensemble de valeurs /(d) coïncide 
avec E. 

Vu la propriété de l’ensemble E, on prouve sans peine que 
la fonction f {x) transforme tout ensemble indénombrable de nom- 
bres réels en ensemble non mesurable, puisque, en tant qu’une 
fonction à valeurs distinctes, elle transforme tout ensemble liné- 
aire indénombrable en sous-ensemble indénombrable de E. On 
est ainsi conduit à la conséquence suivante: 

Proposition Cj,. U existe une fonction d’une variable réelle 
qui transforme tous les ensembles linéaires indénombrables en en- 
sembles non mesurables. 

D’une façon analogue, la proposition Q conduit à la propo- 
sition suivante, qui correspond par dualité à C33: 

Proposition C34. H existe une fonction d’une variable réelle 
qui transforme tous les ensembles linéaires indénombrables en en- 
sembles de deuxième catégorie. 

Notons encore au sujet des propositions Q et C32 que le 
théorème suivant peut être démontré sans l’hypothèse H: 

Il n’existe aucun ensemble linéaire indénombrable dont tout 
sous-ensemble indénombrable soit simultanément non mesurable et de 
deuxième catégorie. 

Soit, en effet, E un ensemble linéaire dont tout sous-ensemble 
indénombrable est non mesurable. C’est caractéristique, comme 
nous avons vu plus haut, pour les ensembles jouissant de la pro- 
priété S. L’ensemble E jouit donc de la propriété S. En vertu 
du théorème 1 (appliqué à la fonction / (at) = a;), il constitue donc 
un ensemble toujours de première catégorie. Par conséquent tous 
les sous-ensembles de E sont de première catégorie. 
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En s’appuyant sur les propositions Ci et C 20 , on en déduit 
la conséquence qui suit: 

Proposition Csj. U existe deux ensembles linéaires de puis- 
sance du continu dont aucun ne peut être transformé dans l’autre 
par une fonction de Baire d'une variable réelle. 

Soient à ce but N un ensemble satisfaisant à la proposition Ci 
et E un ensemble vérifiant la proposition L’ensemble N jouit 
donc de la propriété L et l’ensemble E de le propriété S. Etant 
donnée une fonction de Baire f {x) définie dans l’ensemble C des 
tous les nombres réels, l’ensemble f {N) jouit en vertu du théo- 
rème 1, Chap. II, p. 39 de la propriété C et par suite il est de 
mesure nulle. Cependant l’ensemble E, en tant qu’un ensemble 
à propriété S, est en vertu du théorème 2, p. 87, non mesurable. 
Par conséquent f {N) 7^ E. 

Réciproquement, la propriété S de f implique selon le théo- 
rème 1, p. 85, que l’ensemble E est toujours de première caté- 
gorie, tandis que l’ensemble N, comme ayant la propriété L, est 
de deuxième catégorie en vertu du corollaire 2, p. 42. Par con- 
séquent / {E) 7^ N. 

Nous ne connaissons aucune démonstration de la propo- 
sition C35 qui ne fasse appel ni à l’hypothèse H ni aux consé- 
quences de cette hypothèse. 

La proposition C20 entraîne en vertu des théorèmes 1 et 2 
de ce chapitre (en tenant compte de la définition de la pro- 
priété S) la 

Proposition Cjc. U existe un ensemble qui est à la fois non 
mesurable et toujours de première catégorie. 

Comme chaque ensemble qui est toujours de première caté- 
gorie jouit évidemment de la propriété de Baire, on tire de Cj^ 
cette 

Proposition C37. Il existe un ensemble non mesurable jouis- 
sant de la propriété de Baire. 
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Cette proposition a été déduite de l’hypothèse H (par une 
autre voie) par M. N. LusinO* Notre démonstration est basée 
sur une idée de M. S. Saks ^). 

Lemme 3. Etant donnés un ensemble linéaire E jouissant de 
la propriété S et un ensemble mesurable M, Vensemble ME est à la 
fois un relativement à E et un relativement à E, 

Démonstration. Af étant un ensemble mesurable, nous 
pouvons poser M — Q + où Q est un et N wn ensemble de 
mesure nulle. On a donc ME — QE + NE. L’ensemble E jouis- 
sant de la propriété S, l’ensemble D = NE est au plus dénombra- 
ble. On a donc ME == {Q D) E., où Q + D est un F^. Comme 
produit de E avec un l’ensemble ME est un F^ relativement à E. 

D’une façon analogue, le complémentaire CM de M étant 
mesurable, on trouve E CM — E T., où T est un F^ et par consé- 
quent CT est un G^, Or, il vient aussitôt EM^^E CT^ de sorte 
que l’ensemble EM est un produit de E avec un Og, c. à d. un 
relativement à £*, ce qui achève la démonstration. 

Il est à remarquer que si E est un ensemble de puissance 
du continu, il existe des sous-ensembles de E qui ne sont pas 
des F^ relativement à i?, car la puissance de la famille de tous 
les F^ n’est, comme on sait, que 2^% tandis que celle de la famille 
de tous les sous-ensembles de E est 2^^’. 

Or, la question s’impose: existe' tdl un ensemble linéaire non 
dénombrable, dont tous les sous^ensembles soient des F^ relative- 
ment à lui? 

La réponse est évidemment négative, si l’on admet l’hypo- 
thèse H. 

Parmi d’autres problèmes appartenant à cet ordre d’idées, 
signalons le suivant: soit 0 une famille dénombrable quelconque 
de sous-ensembles d’un ensemble donné E de puissance On 
établit facilement sans recourir à l’hypothèse H l’existence d’un 


0 Fimd. Math. IX, p. 116—118. 
Fiind. Math. XI, p. 277. 
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sous-ensembip de E qui n’est ni somme, ni produit d’aucune suite 
(finie ou infinie) d’ensembles appartenant à la famille 0 . 

Or, existe-t-il un sous-ensemble de E qui ne soit pas un en- 
semble limite complet (au sens de M. E. B o r e 1) d’une suite d’en- 
sembles appartenant à 0 ^)? 

Ce problème a été posé par M. F. H a u s d o r f f. Nous ne 
savons le résoudre qu’en admettant l’hypothèse H; la réponse est 
alors positive. 

Le lemme 3 entraîne en vertu des théorèmes bien connus 
sur les relations entre la classe de Baire d’une fonction f (x) et 
celle des ensembles 

E[fix)>a] et E[f{x)<a\-^) 

X X 

le théorème suivant: 

Théorème 3. Si E est un ensemble linéaire jouissant de la 
propriété S, toute fonction de Baire définie sur E est de classe <; 1 
(sur E) % 

La proposition C ,0 entraîne aussitôt en vertu de ce théorème 
la proposition suivante (comp. la proposition C 7 , Chap. II, p. 52 
et renvoi ^)): 

Proposition Cgg. Il y a des ensembles indénombrables (de 
nombres réels) sur lesquels il n’existe aucune fonction de classe 2. 

Or, il existe sur tout ensemble indénombrable (et, plus gé- 
néralement, sur tout ensemble non isolé) des fonctions de clas- 
ses 0 et 1 . Cependant, sans admettre l’hypothèse H ou du moins 
l’hypothèse que < 2 ^«, on ne sait pas répondre à la question 
suivante: existe-t-il sur chaque ensemble indénombrable de nombres 


q c. à d. qui ne soit de la forme lim où E,^ e 0. Voir F and. Math. 

n 

XX, p. 286, problème 58. 

Voir p. ex. H. H a h n, Théorie der reellèn Fiinktionen,hQv\\n 1921, p. 349 
(Satz I) et p. 351 (Satz IV). 

*) E. S Z p i 1 r a j n, Fund. Math. XV, p. 212. 
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réels me fonction qui ne soit pas une fonction de Balte (sur cet 
ensemble)? 

Les ensembles jouissant de la propriété S ont été l’objet d’une 
étude spéciale de la part de M. Szpilrajn^). Nous y emprun- 
tons deux propositions suivantes, qu’il a déduites de l’hypothèse H. 
Nous allons les déduire des conséquences C26 ^20^ de Cl. 

Proposition ^ 39 - H existe un ensemble plan de mesure liné- 
aire infinie, dont chaque sous-ensemble est mesurable en mesure 
linéaire d’ensembles plans 2). 

Démonstration. Soit N un ensemble de puissance du 
continu satisfaisant à la proposition Cje", c. à d. dont tous les sous- 
-ensembles indénombrables sont non mesurables superficiellement 
(au sens de Le b es gu e). Chaque sous-ensemble dénombrable 
de N est évidemment de mesure linéaire nulle et chaque sous- 
-ensemble indénombrable de A/, en particulier N lui-même, est de 
mesure linéaire extérieure infinie, car tout ensemble de mesure 
linéaire extérieure finie est, comme on sait, de mesure superficielle 
nulle ®). Ainsi N est un ensemble plan de mesure linéaire ex- 
térieure infinie et dont chaque sous-ensemble est de mesure liné- 
aire extérieure infinie ou nulle. 

Reste à montrer que tout sous-ensemble Q de est mesu- 
rable en mesure linéaire d’ensembles plans. 

Soit, en effet, Z un ensemble plan arbitraire. L’égalité 

lx(Z) = p,(ZQ)-j-ii.(Z- Q) 

(où |J. désigne la mesure linéaire extérieure) est évidemment satis- 
faite, car on a soit [x (Z Q) = 0, soit |j. (Z Q) = -}- 00 . Vu la défi- 
nition de la mesurabilité linéaire des ensembles plans, il en résulte 


‘) E. s Z P i 1 r a j n, Sur un ensemble non mesurable de M. Sierpiiiski, C. R. 
Soc. Sc. Varsovie, XXIV (1931), p. 78-85. 

*) Pour la mesure linéaire d’ensembles plans voir C. Carathéodory, 
GOtt. Nachr. 1914, p. 420. 

’) Voir p. ex. H. H a h n, Théorie der reellen Funktionen, Berlin 1921, 
p. 461, théorème XI. 
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que l’ensemble Q est mesurable en mesure linéaire d’ensembles 
plans. 

On en déduit en particulier (pour Q= N) que l’ensemble N 
est mesurable en mesure linéaire d’ensembles plans. La mesure 
linéaire extérieure de N étant, comme nous avons vu, infinie, est 
donc de la mesure linéaire infinie. La proposition C^ç, se trouve 
ainsi établie. 

Il est à remarquer que tout ensemble plan de mesure liné- 
aire positive finie contient un sous-ensemble non mesurable en 
mesure linéaire d’ensembles plans ^). 

Lemme 4. La somme d’un ensemble totalement imparfait et 
d'un ensemble toujours de première catégorie est un ensemble tota- 
lement imparfait. 

Démonstration. Soient Q un ensemble linéaire totale- 
ment imparfait et R un ensemble toujours de première catégorie. 
Considérons un ensemble linéaire parfait P et admettons que 
P(fjQ-\- R. Or, R étant un ensemble toujours de première caté- 
gorie, R est de première catégorie sur P et il existe un ensemble 
parfait Pq Çf. ^ ~ On a donc Po P et Pq P = 0, de sorte que 
la formule P Q + R donne P„ Q, ce qui est impossible, l’en- 
semble Q étant totalement Imparfait. Q + P ne peut donc conte- 
nir aucun sous-ensemble parfait, c. q. f. d. 

Proposition C40 ^). H existe un ensemble linéaire de mesure 
extérieure positive et de deuxième catégorie, dont toute image con- 
tinue linéaire est un ensemble totalement imparfait. 

Démonstration. Soient N un ensemble satisfaisant à la 
proposition et E un ensemble satisfaisant à la proposition 02,;. 
On voit sans peine que toute image continue de N est totalement 
imparfaite. En effet, si une image continue tp {N) de N contenait 
un ensemble parfait, on en pourrait déduire l’existence d’une trans- 


■) Voir E. s Z P i 1 r a j n, 1. c., p. 80. 
*) E. S Z P i 1 r a j n, 1. e., p. 83 — 85. 
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formation continue <j» de l’ensemble 9 (N) telle que l’ensemble 
'}’ (T (^)) soit un intervalle. La transformation f(x) — ^ (9 (x)) étant 
continue sur N, on serait en contradiction avec la propriété de 
l’ensemble N, dont toute image continue est de mesure nulle en 
vertu du théorème 1, p. 39. 

Or, d’après le théorème 1, p. 85, toute image continue de 
l’ensemble E est un ensemble toujours de première catégorie. En 
vertu du lemme 4, toute image continue de l’ensemble N E (en 
tant que somme des images continues de N et de E) est donc un 
ensemble totalement imparfait. D’autre part, N est selon le co- 
rollaire 2, p. 42, de deuxième catégorie et l’ensemble E est selon 
le théorème 2, p. 87, non mesurable. Leur somme N E est donc un 
ensemble de deuxième catégorie et de mesure extérieure positive. 
Ainsi l’ensemble N + E satisfait à la condition de la proposition ^405 
c. q. f. d. 

§ 3. Propriété X. Conséquences 

Nous diroîTS qu’un ensemble E jouit de la propriété X, lorsque 
chaque sous-ensemble dénombrable de E est un relativement 
à c. à d. de la forme E F où F est un 0$. 

Le lemme 3, p. 90 implique immédiatement que tout ensem- 
ble jouissant de la propriété S jouit également de la propriété X. 
En vertu de la conséquence C26 de C] (cf. p. 80), la proposition 
suivante en résulte aussitôt: 

Proposition C41. Il existe un ensemble linéaire de puissance 
du continu qui jouit de la propriété X. 

Sans admettre l’hypothèse H on sait démontrer Vexistence 
des ensembles de puissance pourvus de la propriété X ^). On sait 
montrer aussi sans faire appel à Thypothèse H que tout ensem- 
ble linéaire qui jouit de la propriété X est un ensemble toujours 
de première catégorie ^). 


q W. s i e r p i A 9 k i, c. /?. Soc, Sc, Varsovie XXV, p. 104. 
2) Ibidem. 
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Or, soit {p^}, où tî, une suite transfinie du type formée 
de tous les points d’un ensemble E à propriété X. Désignons pour 
tout a < 12 par l’ensemble de tous les points où 4 < a. Les 
ensembles Eg, forment donc une suite transfinie croissante et ils 
sont des sous-ensembles au plus dénombrables de E et par con- 
séquent à la fois des et G?, relativement à E, puisque E jouit 
par hypothèse de la propriété X. On voit ainsi que la proposi- 
tion entraîne cette 

Proposition C 42 . H existe an ensemble linéaire qui contient 
une suite transfinie de puissance du continu de sous- ensemble s crois- 
sants qui sont à la fois des et des relativement à lui. 

Sans nous servir de l’hypothèse nous savons démontrer 
qu’il existe un ensemble linéaire E qui contient une suite trans- 
finie du type il de sous-ensembles croissants qui sont à la fois 
des F^ et des relativement à E. Cela prouve que le théorème 
de M. Z. Zalcwasser, d’après lequel toute suite bien ordonnée 
d’ensembles linéaires croissants qui sont à la fois des F^ et des 
est au plus dénombrable 0 ne se prête pas à une relativisation 
par rapport à un ensemble arbitraire E, 

Lemme 5 ^). Si un espace métrique ff jouissant de la propriété \ 
est une image biiinivoqiie et continue d'un espace métrique :Y, ce 
dernier jouit également de la propriété X. 

Démonstration. Soit D un sous-ensemble dénombrable 
de l’espace ïY. En désignant par / la transformation en question 
de SY en ^ l’ensemble f {D) (comme un ensemble dénombrable) 
est un Gô dans y (puisque y jouit de la propriété X) et par con- 
séquent, la fonction / étant continue, Tensemble / Y/ {D)) ~ D est 
un Gô dans SY. 

M. C. Kuratowski a posé le problème si tout ensemble 
linéaire qui est toujours de première catégorie jouit nécessaire- 


Fiind. Math. III, p. 44. 

2) Cf. C. K U r a t O w 8 k i, Fund. Math. XXI, p. 128. 
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ment de la propriété X. M. Lusin a démontré récemment que 
ce n’est pas le cas, si l’on admet la proposition Ci '). 

Soient en effet, K et E des ensembles satisfaisant à la con- 
séquence Cl 5 de Cl (voir Chap. II, p. 68), Si l’ensemble K jouis- 
sait de la propriété X, il en serait de même, d’après le lemme 5, 
de l’ensemble E. Pourtant c’est impossible, car tout ensemble qui 
jouit de la propriété L est de deuxième catégorie, tandis que tout 
ensemble qui jouit de la propriété X est, comme nous avons déjà 
observé, de première catégorie ^). Nous avons donc déduit de Cl, 
cette 

Proposition ClS- Il existe un ensemble linéaire toujours de 
première catégorie qui ne jouit pas de la propriété X. 

Lemme 6. Etant donnée une fonction arbitraire y = f (x) d'une 
variable réelle, définie dans un ensemble linéaire X jouissant de la 
propriété X, limage géométrique de cette fonction jouit de la 
propriété X. 

Démonstration. Soit J l’image géométrique de la fon- 
ction f {x). L’ensemble X est la projection (donc une image con- 
tinue) biunivoque de J sur l’axe d’abscisses. 11 en résulte en 
vertu du lemme 5 que J jouit de la propriété X, l’ensemble X 
étant par définition un espace métrique pourvu de cette propriété. 

Théorème 4, Tout ensemble linéaire de puissance Si est une 
projection biunivoque d'un ensemble plan jouissant de la propriété X. 

Démonstration. Il existe, comme on sait, un ensemble 
linéaire X de puissance Kj jouissant de la propriété X ^). Plaçons-le 
sur l’axe d’abscisses et considérons un ensemble linéaire quelcon- 
que Y de puissance Si, situé sur l’axe d’ordonnées. On a donc 
Ÿ~X et il existe une correspondance biunivoque = / (a:) entre 
les éléments x de A" et les éléments y de K L’ensemble X jouis- 


0 Fiind. Math. XXI, p. 122. 

2) cf. plus haut, p. 94, renvoi ^). 

pour la définition de cette notion voir plus haut, p. 70. 
voir plus haut, p. 94. 
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[§ 3] 

sant de la propriété X, l’image géométrique J de la fonction f {x) 
jouit également de la propriété X en vertu du lemme 6 . Ot*, l’en- 
semble E=f(X) est évidemment une projection biunivoque (sur 
l’axe d’ordonnées) de l’ensemble J. 

En admettant l’hypothèse /T, nous pouvons déduire du théo- 
rème 4, qui vient d’être établi, la conséquence suivante, récipro- 
que de la proposition Cgi, Chap. II, p. 72: 

Proposition C 44 . Il existe une fonction d’une variable réelle 
qui ne satisfait pas à la condition de Baire et dont limage géomé- 
trique jouit de la propriété de Baire. 

Démonstration. Soit E un ensemble linéaire quelconque 
qui ne jouit pas de la propriété de Baire. Il résulte de l’hypo- 
thèse H en vertu du théorème 4 que l’ensemble E est une pro- 
jection biunivoque sur l’axe OX d’un ensemble plan J ayant la 
propriété X et nous pouvons évidemment supposer que l’ensem- 
ble J est situé au-dessus de l’axe OX. Pareillement l’ensemble CE 
est une projection biunivoque sur l’axe OX d’un ensemble plan 7' 
ayant la propriété X et situé au-dessous de l’axe OX. L’ensemble 
plan J + J\ qui jouit de la propriété X, donc à plus forte raison 
de la propriété de Baire, est évidemment l’image géométrique d’une 
fonction f (x) de variable réelle. Or, la fonction f {x) ne satisfait 
pas à la propriété de Baire, puisque l’ensemble E=E[f{^)^t)] 

X 

n’en jouit pas ^). La proposition C 44 est ainsi établie. 

Les propositions Cgi et C 44 montrent que la propriété d’une 
fonction de satisfaire à la condition de Baire et la propriété de 
Baire de son image géométrique sont indépendantes l’une de 
l’autre. 

Théorème 5. Tout ensemble linéaire de puissance Si est une 
image biunivoque et continue d'un ensemble linéaire jouissant de la 
propriété X. 


0 Cf. plus haut, Chap. II, p. 38. 

W. Sierpii^ski, Hypothèse du continu. 
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Démonstration. Soit E un ensemble linéaire quelconque 
de puissance Xi. D’après le théorème 4, E est une image biunivoque 
et continue d’un ensemble plan J jouissant de la propriété X. 
Posons E = f (J). 

Or, comme on sait, le plan /7est une image biunivoque et continue 
de l’ensemble 91 des nombres irrationnels: soit fJ = (91) 9- 

Posons Q = (p*’(y). L’ensemble J=^(Q) étant une image biu- 
nivoque et continue de Q et jouissant de la propriété X, il résulte 
du lemme 5 que Q jouit de la propriété X. Or, oh a évidemment 
E = /[(f (Q)] et la fonction <1> (a) = / [cp (a;)] est, comme on voit sans 
peine, biunivoque et continue dans Q. L’ensemble E est donc une 
image biunivoque et continue de l’ensemble linéaire Q, c. q. f. d. 

Tout ensemble fini ou dénombrable étant évidemment pourvu 
de la propriété X, l’hypothèse H entraîne en vertu du théorème 5, 
qui précède, la 

Proposition C45. Tout ensemble Linéaire est une image biuni- 
voque et continue d’un ensemble linéaire qui jouit de la propriété X 9- 

De la proposition C 45 résulte tout de suite cette 

Proposition C^^. La propriété de Baire des ensembles liné- 
aires n’est pas invariante relativement aux transformations continues 
et biunivoques 9- 

Pour démontrer que C 45 il suffit de remarquer que, 

d’une part, il existe des ensembles linéaires dépourvus de la 
propriété de Baire et, d’autre part, tout ensemble jouissant de 
la propriété X est toujours de première catégorie et par suite jouit 
de la propriété de Baire. 

Il est à noter qu’on peut même démontrer (en utilisant l’hy- 
pothèse H) que la propriété de Baire d’ensembles linéaires n'est 
pas invariante relativement aux transformations par des fonctions 
continues d’une variable réelle ^). 

Voir p. ex. Fiind. Math, XI, p. 117. 

2) Cf. C. K U r a t O w s k i, Fund. Math. XXI, p. 128. 

8) Cf. Fund. Math. IV, p. 323. 

Voir W. S i e r p i n 8 k i, Mathematica, VIII, Cluj 1934, p. 195. 
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[§ 4] Types de dimensions. Proposition C,r. 

§ 4. Conséquence C 47 sur les types de dimensions 
de M. Fr é ch et. 

Pour terminer, nous allons déduire à l’aide des propositions 
Cl et C26 la conséquence suivante, qui constitue la solution d’un 
problème relatif à la notion de „type de dimensions de M. F r é- 
c h e t“ 0 - 

Proposition Cj 7 . Il existe deux ensembles indénombrables 
linéaires Ni et tels qu'aucun ensemble linéaire non dénombra- 
ble E n'est d’un type de dimensions (au sens de M. Fréchet) 
qui soit à la fois plus petit que ceux de Ni et de N^. 

Démonstration. Soit Ni un ensemble qui satisfait à la 
proposition Ci et N2 un ensemble qui satisfait à la proposition ^ 26 * 

Supposons qu’il existe un ensemble indénombrable E dont le 
type de dimensions de Fréchet est simultanément plus petit 
que ceux de et de N2, L’ensemble E est donc homéomorphe 
à certains sous-ensembles indénombrables de et H2 de A/2 
respectivement. Or, les hypothèses admises sur et N2 entraînent 
aussitôt que l’ensemble est de deuxième catégorie et que l’en- 
semble H2 est de première catégorie sur tout ensemble parfait. 
Cependant c’est impossible, puisque les ensembles et H2 sont 
homéomorphes, tous les deux étant homéomorphes à E, 

Il est à remarquer que sans admettre l’hypothèse H on peut 
démontrer qu’// existe deux ensembles linéaires et N2 de piiissan- 
ce 2^0 tels qu'aucun ensemble linéaire de puissance n'ait le type de 
dimensions à la fois plus petit que ceux de E^ et de fo Cepen- 
dant nous ne savons pas démontrer sans l’hypothèse H que celui 
des deux ensembles linéaires dont la puissance est supérieure 
a toujours le type de dimensions plus grand ^). 


') Voir M. Fréchet, Les espaces abstraits, Paris 1928, p. 30, 31 et 
W. Sierpinski, Fund. Math, XIX, p. 69. 

2) Voir W. Sierpihski, Fund, Math, XIX, p. 65. 

3) Cf. Fund, Math, XIV, p. 126. 
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Autres conséquences de l’hypothèse du continu. 

§ 1. Décompositions du pian. Conséquences C,g et de Pi . 

Proposition Il existe une fonction de variable réelle f{x) 
telle que le plan est une somme d’une infinité dénombrable d'ensem- 
bles dont chacun est superposable avec l'ensemble de tous les points 
de la courbe y = f(x) ^). 

Démonstration. La proposition implique immédia- 
tement que l’ensemble Q de tous les points du carré ouvert 
(0 < a: < 1, 0 <y < 1) admet une décomposition Q = A 5 où A 
est un ensemble au plus dénombrable sur toute parallèle à l’axe 
d’ordonnées et B est un ensemble au plus dénombrable sur toute 
parallèle à l’axe d’abscisses. 

Soient A, l’ensemble obtenu de A par rotation de —90“ autour 
du point ( Vî» Vî) 6t l’ensemble obtenu de B par rotation de -f- 90“ 
autour du point (Va? Va)- Soient //j l’ensemble de tous les points 
du plan (a, 0) où 0 <a:< 1 est l’ensemble des points (0,y) 
où 0 < y 1 . 

Posons; 

Ai = A Bi -f et N B A^ 


*) Le problème d’existence d’une telle fonction a été posé par M. N. Lu- 
s i n; voir W. Sierpinski, Fund. Math. XXI, p. 39. Le terme courbe est en- 
tendu ici dans le sens défini au Chap. I, p. 11. 
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[§ 1] Proposition C'4R. 

Les ensembles M N sont, comme on voit sans peine, super- 
posables: notamment N s’obtient de M par une rotation de —90^ 
autour du point (Vü, Va). 

On voit aussi sans peine que la somme M-\- N contient tous 
les points du carré Q 

0<a:<1, 0<;;<1. 

Or, il résulte aussitôt des propriétés des ensembles A ei B 
(et des définitions des ensembles et H^) que l’ensemble M est 
non vide et au plus dénombrable sur chaque droite x = a où 
0 a < 1. Il en résulte de suite que l’ensemble M est la somme 
d’une infinité dénombrable d’ensembles aWj + + AIj + ... dont 

chacun a un et un seul point sur chaque droite x = a où 0<;a<l. 

Ceci établi, définissons la fonction d’une variable réelle / (a:) 
comme il suit. 

Soit Xg un nombre réel donné. Le nombre a — x^ — EXu (où 
EXo désigne l’entier de x,) satisfait évidemment à la condition 
0 a < 1 et la droite x = a rencontre chacun des ensembles 
M„ {n = 1, 2, 3, ...) en un et un seul point. Si x^ > 1, posons 
m = 2EXg et si Xo<l, posons /« = — 2EXo-f-L ainsi le nombre 
tn est toujours entier positif. Nous définirons f(Xg) comme l’ordonnée 
du point (unique) en lequel la droite x = a rencontre l’ensemble Mm- 

La fonction /(x) est ainsi définie pour tout x réel. Nous 
allons montrer que le plan P est la somme d’une infinité dénom- 
brable d’ensembles dont chacun est superposable avec l’ensem- 
ble E de tous les points de la courbe y = / (x). 

Désignons à ce but par Ek,t l’ensemble de tous les points {x,y) 
du plan tels que {x — k, y — l) est un point de l’ensemble E et 
par Iik,t l’ensemble qui s’obtient de Ek,i par la rotation de —90“ 
autour du point (V 2 > ^li)- Les ensembles et Hk,i pour k et l 
entiers sont évidemment tous superposables avec l’ensemble E. 

Nous prouverons que 

P =5 5(^m + ^w). 

^== — 00 /= — o« 


( 1 ) 
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Soit, en effet, (aTo.j/q) un point donné du plan P. Posons 
a = Xq — E^o, b — yo — ce sont des nombres >0 et < 1 et 
(a, b) est un point du carré Q M + N. Le point (a, b) appar- 
tient donc a un au moins des ensembles M et M 

Si (a, b) € M, il existe d’après M = M 2 + ... un indice n 
tel que (a, b) c M„. Or, d’après la propriété de l’ensemble A1„, (a, b) 
est le seul point en lequel la droite x = a rencontre l’ensemble Mn 
et d’après la définition de la fonction f(x) on a f(a + q) = b 
pour n = 2q et f(a + q + 1) — b pour n = 2q — D’après la dé- 
finition des ensembles E et Ek,i il en résulte que l’on a: 

(•* 0 , .Vo) e £'Ex,- 9 ,Ey. pour n = 2q 

et 

{Xo,yo) e fE^ro+^-l.Ey. pouT U = 2q — 1, 

de sorte que d’après ( 1 ) le point (Vo,Vo) appartient à la somme ( 1 ). 

Si (Vo,_Vo) € N, le point ($05 ''jo) qui s’obtient du point (X(„yc,) 
par la rotation de 90® autour du point (V 2 > V 2 ) appartient à l’en- 
semble M et, comme nous avons démontré tout à l’heure, il existe 
un terme Ek,i de la somme (1) tel que (|o, ^ 0 ) c Ek,t. H en résulte tout 
de suite (d’après la définition de l’ensemble Hk,i) que {Xf^,y^)ç.Hkj. 

Le point appartient donc toujours à la somme (1). 

L’implication -> est ainsi établie. 

11 est à remarquer qu’en appliquant une décomposition de l’espace dont 
j’ai parlé dans ma communication parue aux Comptes rendus de la Société des 
Sciences et des Lettres de Varsovie XXV (1932), p. 10—11, on pourrait démontrer 
sans peine que si 2^® = il existe deux fonctions d'une variable réelle fi{x) et 
/^(jc) telles que l’espace à 3 dimensions est une somme d’infinité dénombrable 
d’ ensembles dont chacun est superposable avec ^ensemble des points de la courbe 
gauche définie par les équations y — fi{x) et z = f^ix). 

Définissons maintenant à l’aide de la fonction / (x) une nou- 
velle fonction 9 (x) d’une variable réelle comme il suit. Posons 
cp {x) = f(x) pour JC < 1. Si JC > 1, Ea: est un nombre naturel que 
l’on peut écrire (d’une façon unique) sous la forme Ex = 2^~^(2 ç—1) 
où P et ç sont des nombres naturels; nous poserons alors 

? w=/[(- iy’^ + ->c-E4 
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[§ 1 ] 


On voit sans peine que l’ensemble de tous les points de la 
courbe y = ^ (x) peut être décomposé en une infinité dénombrable 
d’ensembles disjoints (correspondant aux intervalles x <k + l 
où k est un entier) et dont on peut former, par une translation con- 
venable de chacun de cea ensembles, une infinité dénombrable de 
courbes congruentes avec la courbe 3/ = / (a:). On en déduit aussi- 
tôt, en vertu de la propriété de la fonction / (x), la proposition 
suivante: 

Si 2 ^ 5 » = Xi, il existe une fonction d'une variable réelle cp {x) 
telle que la courbe y = ^ {x) peut être divisée en une infinité dé- 
nombrable d' ^arcs“ (correspondant aux intervalles Æ < a: < A + 1 
où A = 0, ±1, ±2, ...), dont on peut, en les déplaçant convenable- 
ment (par translations et rotations), couvrir tout le plan. 

Il est à remarquer que, comme l’a démontré M. M a z u r- 
kiewicz^), les mots „d’une infinité dénombrable” dans l’énoncé 
de la proposition C48 ne peuvent pas être remplacés par les mots 
„d’un nombre fini", le plan n^étant pas une somme d’un nombre 
fini de courbes. 

Une autre conséquence immédiate de la proposition est la 

Proposition II existe un ensemble plan E tel que toute 
droite parallèle à Vaxe d'ordonnées rencontre l'ensemble E dans un 
ensemble linéaire de points de mesure nulle et toute droite parallèle 
à Vaxe d'abscisses rencontre le complémentaire de E dans un ensem- 
ble linéaire de mesure nulle % 

Nous ne savons pas démontrer la proposition C |9 sans faire 
intervenir l’hypothèse H ^). Or, il est à remarquer que sans l’hy- 
pothèse H (mais en faisant appel au théorème de M. Zermelo) 
nous savons démontrer qu’il existe un ensemble plan que toute 


s. Mazurkiewicz, Fund, Math. XXI, p. 43. 

Le problème d’existence d’un tel ensemble E a été posé par M. H. 
Steinhaus. 

En vertu du lemme p. 9, il suffit d’ailleurs, pour démontrer la propo- 
sition C 4 ,,, d’employer l’hypothèse suivant laquelle tout ensemble (linéaire) de 
puissance < 2 ” est de mesure nulle. 
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droite parallèle à l’axe d’ordonnées rencontre dans un seul point 
et toute droite parallèle à l’axe d’abscisses rencontre dans un en- 
semble (linéaire) de points non mesurable au sens de L e b e s g u e *). 

§ 2. Conséquences C51) — de P ( (P 1 0 ). 

Proposition ^50* Il existe une suite infinie de fonctions d'une 
variable réelle fi{x),ffi^x\ff^x),... qui ne prennent que deux valeurs 
a et \ et qui sont telles que, quelle que soit la suite infinie croissante 
d'indices m^< m.i< m^< ... , la suite infinie fmXx),fm,(x),fm,{x ), ... 
n’est convergente que pour un ensemble au plus dénombrable de va- 
leurs de X ^). 

Démonstration. Admettons la proposition P 4 et soit {Ai} 
le système d’ensembles vérifiant les conditions 1), 2) et 3) de Pi. 


Posons 

pour i naturels et x 

réels 


( 1 ) 

fi{x) = 1 

pour 

X e. Al 

et 




( 2 ) 

fXx) = 0 

pour 

X zC — Al 


Nous allons montrer que la suite /,(x) (/ = 1, 2, 3, ...) satisfait 
à la proposition C-^^. 

Soit à ce but m^, /« 2 , m ^, ... une suite infinie croissante quel- 
conque d’indices. Posons 

00 / 00 \ oc / 00 \ 

(8) D=.r + 1 ; Æ-j/ir. 

\ l—p / pr=l \ i—p / 

Le système d’ensembles Ai satisfait par hypothèse à la con- 
dition 3) de Pi, qui équivaut, comme nous savons, à la condi- 
tion 3"), p. 18. Or, la condition 3") implique tout de suite que 
l’ensemble (3) est au plus dénombrable. 


■) Cf. ma Note du 24 Février 1919 dans le Bull. Acad. Cracovie. 

*) C’est la solution négative d’un problème posé par M. S. Saks; voir 
W. S i e r P i fi s k i, Fund. Math. XVIII, p. 110 et Bull. Acad. Serbe A., 1932, 
p. 73. Cf. la proposition C 13 , Chap. II, p. 62. 
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[§ 2 ] 


Soit maiatenant x un nombre de l’ensemble C — D. On a donc 
selon (3): 

00 

X e ^ Ao‘ et X AT' pour /? = 1, 2, 3, ... 

i—p i—p 

Il existe par conséquent une infinité d’indices différents i tels 
que X ç. AT' , donc d’après (1) que /«,(-«) = 1, et une infinité d’in- 
dices différents /«,■ tels que x e AT ' , donc d’après (2) et d’après la 
propriété 2) de Pi tels que fm^ix) = 0. La suite infinie des fonctions 
fmXx), — divergc donc pour tout x e. d — D. Les va- 

leurs de X pour lesquelles cette suite est convergente appartiennent 
donc à D et forment par suite un ensemble au plus dénombrable. 

L’implication P4 ^ C-oo est ainsi démontrée. 

Il est à remarquer que, d’après un théorème de M. S. M a- 
zurkiewicz ^), il n’existe aucune suite infinie de fonctions me- 
surables fXx),f 2 {x),... vérifiant la proposition Cjo- 

La proposition C50 équivaut, comme on démontre sans peine 
(sans utiliser l’hypothèse H), à la proposition C51 suivante: 

Proposition C^,. Il existe deux suites infinies d’ensembles {Ei) 
et {Hi) telles que 

1) d' = Ei + Ht pour tout / = 1, 2, 3, ... , 

2) EiHi = 0 pour i = 1, 2, 3, ... , 

3) N étant un ensemble indénombrable quelconque de nombres 
réels, il existe un nombre naturel p tel que l’on a 

NEi ^ 0 et NHi ^ 0 pour tout i > p. 

Démonstration. L’implication se démontre tout 

à fait comme l’implication Pi Cm de tout à l’heure et pour dé- 
montrer l’implication Cm -•> Cst il suffit, comme on voit sans peine, 
de poser 

Ei =E [Mx) = 0] et Hi =E [Mx) = 1] pour i = 1, 2, 3, ... 

X X 


1) Voir Fiind, Math, XVIII, p. 114. 
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Proposition Etant donnés un ensemble quelconque Q de 
nombres réels et une famille arbitraire 0 de sous-ensembles de Q 
assujettie à la condition: 

(J) toute famille de sous-ensembles disjoints (non vides) 
de Q qui appartiennent à 0 est au plus dénombrable, 

il existe toujours une suite infinie E^, E^, E^, ... de sous-ensembles 

OO 

de Q n’appartenant pas à 0 et tels que l’ensemble Q — S En est au 

n~l 

plus dénombrable ^). 

Démonstration. Admettons la proposition Pm et soit 
{A'x} un système d’ensembles satisfaisant aux conditions 1), 2) 
et 3") de cette proposition. Imaginons tous les sous-ensembles 
de Q partagés en deux familles 0 et W de façon que la condi- 
tion (J) soit réalisée pour 0. 

Nous allons montrer d’abord qu’il existe un nombre réel x 
tel que l’on ait pour tout i naturel: 

(4) soit Q- A'x = 0, soit Q- Axe W. 

En effet, s’il n’en était pas ainsi, il existerait pour tout nom- 
bre X réel un indice naturel ix tel que Q A'f^O et QA'fç.0. 
L’ensemble de tous les nombres réels étant indénombrable et celui 
de tous les indices naturels dénombrable, il existerait par consé- 
quent un nombre naturel p tel qu’on aurait ix = p pour une infi- 
nité indénombrable de nombres réels x. On aurait donc 0 Q • A? e 0 
pour une infinité non dénombrable de nombres réels x, contraire- 
ment à la propriété (J) de la famille 0 et à la condition 2) de la 
proposition P^a. L’existence d’un x réel donnant lieu à l’alterna- 
tive (4) est ainsi établie. 


') Voir s. Ulam, Fund. Math. XVI, p. 145, théorème (B), où la propo- 
sition C 52 est démontrée sans l’hypothèse H pour les ensembles Q de 'puis- 
sance Kl. Voir aussi Fund. Math. XX, p. 214, où j’ai démontré la proposition ^2 
en me basant sur une hypothèse moins restrictive que l’hypothèse H; cf. 
S. Ulam, Fund. Math, XX, p. 221 et p, 223 (Beraerkung III). 
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Or, désignons par E„ le «-ième terme non vide de la suite 
infinie d’ensembles Q - Ai, Q Al, Q i4l, ... En vertu de la condition 
3“) de la proposition Pia cette suite infinie d’ensembles satisfait 
à la proposition 

Il est ainsi démontré que P.\a^ C~^2- 

Il est à remarquer que dans la proposition C 52 l’hypothèse 
d’après laquelle l’ensemble Q est formé de nombres réels, peut 
être remplacée évidemment par celle que Q soit un ensemble de 
puissance 2*^» formé d’éléments quelconques. D’ailleurs, la pro- 
position peut être démontrée sans faire appel à l’hypothèse H 
pour tous les ensembles Q de puissance m Ko, s’il n’existe 
aucun aleph inaccessible *) < ni, donc en particulier, pour tous les 
ensembles Q de puissance où a < Q -). 

§ 3 . Mesure et catégorie. Conséquences C53 — Qr de C52. 

Proposition C55. Etant donné un ensemble Q quelconque de 
nombres réels, il n'existe aucune fonction m (£) qui fasse corres- 
pondre à chaque sous-ensemble E de Q un nombre réel {fini) m {E) 
conformément aux conditions suivantes: 

1 ) m (E) ne s’annule pas identiquement pour tous les sous- 
- ensembles E de Q, 

2) m i ^ E„j = m (E„), quelle que soit la suite infinie E^, E ^, ... 

\n=l / n=l 

de sous-ensembles disjoints de Q, 

3) m (E) = 0 pour tout sous-ensemble E de Q composé d'un 
seul élément ®). 


') Voir pour la définition plus loin, Chap. V, p. 152. 

*) Voir W. Sierpinski, Fund. Math. XX, p 214. 

’) La proposition C 53 constitue la solution négative du problème de la 
mesure généralisé, considéré au Chap. II, § 12, p. 60 (dans sa forme affranchie 
de la restriction (i) du th. 5, p. 44). Cf. S. Banach et C. Kuratowski, 
Fund. Math.XlN, p. 129 et S. Ulam, Fund. Math. XVI, p. 145 — 146. 
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Démonstration. Admettons la proposition Cjj et suppo- 
sons qu’il existe une fonction m (E) satisfaisant aux conditions 

1) -3) de C53. Soit M un sous-ensemble de Q tel que 

Un tel M existe en vertu de 1). Désignons par 0 la famille de 
tous les sous-ensembles £ de Q tels que m (EAI) ^0 et par W 
celle de tous les autres sous-ensembles de Q. 

Nous allons montrer au préalable que la famille 0 satisfait 
à la condition (J), p. 106. 

Supposons qu’il n’en est pas ainsi et soit F une famille indé- 
nombrable de sous-ensembles disjoints de Q appartenant à 0. 
Comme F (2 0, on a donc m {XM) 7^ 0 pour tout Xe F et, la fa- 
mille F étant indénombrable, le nombre m (XM) a le même signe, 
p. ex. m (XM) > 0, pour une infinité indénombrable d’ensembles 
XeF. Il existe par conséquent un 7j>0 tel que l’inégalité m(XM)>f\ 
se présente pour une infinité indénombrable, donc à plus forte 
raison pour certaine suite infinie {X„) (n = 1, 2, 3, ...) d’ensem- 
bles XeF. Les ensembles qui appartiennent à F étant par hy- 
pothèse disjoints deux à deux, on conclut de 2) qu’on a la relation 

^ XnM] :> ig -f iTj = -1- CO, ce qui est impossible, puisque 

n=l / 

2] X„ M (2 M (2 Q, d’où, selon 2), le nombre m l M 

0=1 \n=l 

La propriété (J) de 0 est ainsi établie. 

En vertu de la proposition €^ 2 ^ il existe donc dans '£ une 
suite infinie d’ensembles E^, E ,, ... , En , ... tels que l’ensemble 

00 

Q — ^ En est au plus dénombrable. Comme AfQ Q, il vient par con- 

n=l 

00 

séquent Af = D-f^£nAf où D<So et D £„yM = 0 pour « = 1,2,... 

n—\ 

Selon les conditions 2) et 3), il en résulte que 

00 00 

(5) m(M) = m(D)+21m(EnM)='Em(EnM), 

n—\ n~l 

puisque ces conditions entraînent l’égalité m (D) — 0 pour tout D 
fini ou dénombrable. Or, comme m(EnM) = 0 pour tout « = 1,2, ... 
(puisque £« e W), la formule (5) donnerait d’après la condition 2) 


j est fini. 



00 
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régallté m (M) = 0, contrairement à l’hypothèse admise sur l’en- 
semble M. 

L’implication C52 C53 se trouve donc démontrée. 

Il est à remarquer que dans la proposition on peut, bien 
entendu, remplacer également l’ensemble Q de nombres réels par 
un ensemble d’éléments quelconques de puissance < 

Proposition C51. Tout ensemble linéaire de mesure extérieure 
positive contient une infinité indénombrable de sous-ensembles dis- 
joints de mesure extérieure positive ^). 

Démonstration. Admettons la proposition C52 et sup- 
posons que la proposition C54 soit en défaut pour un ensemble 
linéaire Q, c. à d. que l’ensemble Q soit de mesure extérieure positive, 
tandis que chaque famille de sous-ensembles de Q disjoints 
deux à deux et ayant la mesure extérieure positive est au plus 
dénombrable. Désignons par 0 la famille de tous les sous-ensembles 
de Q qui sont de mesure extérieure positive et par W la famille 
de tous les autres sous-ensembles de Q. Chaque famille d’ensem- 
bles disjoints et qui appartiennent à 0 est par conséquent au 

plus dénombrable. D’après C:,2 on obtient facilement Q = D-]r^ En, 

n~i 

OÙ D est un ensemble au plus dénombrable et En (n = 1 , 2 , 3 ,...) 
sont des ensembles de la famille ÎT, donc de mesure nulle. L’en- 
semble Q serait donc de mesure nulle, contrairement à l’hypo- 
thèse. Ainsi C52 

Il est à remarquer que le théorème selon lequel tout en- 
semble linéaire mesurable de mesure positive (au sens de Le- 
besgue) est une somme de 2^* ensembles non mesurables dis- 
joints deux à deux peut être démontré sans faire appel à l’hy- 
pothèse H^), 

0 Voir S. U l a m, Fund. Math, XX, p. 223 (Satz Kl). 

2) Voir N. L U 8 i n et W. S i e r p i n s k î, Sur une décomposition du con- 
tinu en une infinité non dénombrable d'ensembles non mesurables^ C. R. 165; cf. aussi 
W. Sierpiûski, BulL Acad. Cracovie 1918, p. 150. 
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Un raisonnement correspondant par dualité à celui qui nous 
a servi pour établir l’implication C52 Cu permet de déduire de 
C52 la conséquence suivante (qui est donc en relation de dualité 
avec Cm): 

Proposition Cm. Tout ensemble linéaire de deuxième caté- 
gorie de Baire contient une infinité non dénombrable de sous-ensembles 
disjoints dont chacun est de deuxième catégorie de Baire i). 

Proposition Cm. Tout ensemble linéaire Q de mesure extérieure 
positive contient un sous-ensemble qui n'est pas mesurable relative- 
ment à Q, c. à d. qui n’est pas un produit de Q et d’un ensemble 
mesurable ^). 

Démonstration. Admettons la proposition Q3 et sup- 
posons que chaque sous ensemble E d’un ensemble linéaire Q de 
mesure extérieure positive soit mesurable relativement à Q. Dé- 
signons par m {E) la mesure extérieure de E. Nous allons mon- 
trer d’abord que la fonction m {E) satisfait aux conditions 1), 2) 
et 3) de la proposition Ca. 

Pour 3) cela est évident. Pour 1) cela résulte de l’hypo- 
thèse que la mesure extérieure de Q est positive, donc que 

(Q) 7^ 0. Reste à examiner la condition 2). 

Soit donc £'2, £3, ... une suite infinie de sous-ensembles 
disjoints de Q. On a par hypothèse, pour tout n naturel 

( 6 ) En = QMn 

où Mn est un ensemble mesurable. Posons 

n—\ 

(7) R, = et Rn = Mn — E Mi pour n = 2, 3, ... 

;=i 

Ce sont évidemment des ensembles mesurables disjoints. Or, 
les ensembles En (« = 1, 2, 3, ...) étant deux à deux disjoints, on a 
selon (6) QMn VW* = 0 pour k ^ n, donc, en tenant compte de (7), 


h S. U 1 a m, Fund. Math. XX, p. 222 (Satz I). 

•■“) Voir S. E i 1 e n b e r g, C. R. Soc. Sc. Varsovie XXV (1932), p. 98 (Co- 
rollaire 7). 
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n— 1 

En = QMn = QM„ — Q - S Mi — QRn pour « = 1, 2, 3, ... 

(-1 

Les ensembles E^, E^, ... sont donc contenus respectivement 
dans les ensembles mesurables disjoints R^, R^, Rs, ... Il en ré- 
sulte d’après les théorèmes connus de la théorie de la mesure, 
que la mesure extérieure de leur somme est égale à la somme 

de leurs mesures extérieures, c. à d. que m I ^ En] — ^rn {En). 

\n=l / n=l 

La condition 2) de la proposition est donc aussi vérifiée. 
Or, la fonction tn{E) n’étant pas identiquement nulle pour E (2 Q 
(puisque m (Q) > 0), on se trouve en contradiction avec la propo- 
sition Coa. Ainsi C53 -> C00. 

Notons que M. L u s i n a démontré récemment sans faire 
appel à l’hypothèse H que tout ensemble linéaire Q qui n'est pas 
toujours de première catégorie contient un sous-ensemble non mesu- 
rable (B) relativement à Q. 

La proposition Gif, équivaut à la suivante 

Proposition C57. Quel que soit l'ensemble linéaire de mesure 
extérieure positive, il existe une fonction réelle définie sur lui et 
n’admettant aucun prolongement à une fonction mesurable de varia- 
ble réelle i). 

Démonstration. Admettons la proposition Cjc et consi- 
dérons un ensemble linéaire Q de mesure extérieure positive. En 
vertu de C50 il existe dans Q un sous-ensemble E qui n’est pas 
mesurable relativement à Q. Définissons sur Q une fonction ^{x) 
comme il suit: 

cp (a:) = 1 pour X e. E, u» (ac) = 0 pour x € Q — E 

et supposons qu’il existe une fonction mesurable / (ac) d’une varia- 
ble réelle x telle que l’on ait 

/ (x) = tp (Af) pour JC e Q. 


‘) Voir S. E i 1 e n b e r g, 1. c., p. 95. 
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L’ensemble M = E [f ix)> 0] serait alors mesurable et les 

a: 

définitions de {x) et / (Jc) donneraient E = MQ, contrairement 
à l’hypothèse sur E. 

Le prolongement de la fonction ç {x) à une fonction mesu- 
rable de variable réelle est donc impossible. 

Ainsi Câo La démonstration de i’implication inverse 

Cil -> C50 n’exige non plus d’hypothèse H *). 

Il est à remarquer qu’on peut déduire de la proposition C55 
la conséquence suivante, qui est en relation de dualité avec la 
proposition Cao: 

Proposition Cas. Tout ensemble linéaire Q de deuxième caté- 
gorie contient un sous-ensemble qui n'est pas un produit de Q et 
d’un ensemble jouissant de la propriété de Baire (relativement à la 
droite). 

Démonstration. Soit Q un ensemble linéaire de deuxième 
catégorie. D’après Ca l’ensemble Q contient une infinité non dé- 
nombrable de sous-ensembles disjoints dont chacun est de deuxième 
catégorie et, par suite, partout de deuxième catégorie dans un 
certain intervalle aux extrémités rationnelles. La famille de tels 
intervalles étant dénombrable, il en résulte qu’il existe dans Q 
deux ensembles disjoints Qi et qui sont partout de deuxième 
catégorie dans un intervalle /. 

Or, on montre sans peine que Qi n’est pas un produit de Q 
et d’un ensemble E jouissant de la propriété de Baire (relativement 
à la droite). En effet, un tel ensemble E, en tant que contenant Qi, 
serait partout de deuxième catégorie dans I. L’ensemble E jouis- 
sant de la propriété de Baire, l’ensemble I — E serait donc de 
première catégorie, ce qui est impossible, puisque les hypothèses 
que Qi=£'Q, Q2CIQ QiQ2 = 0 entraînent les relations EQ2 = 0 
et I — E "jj) {I — E) Q2 = IQ2 — EQ2 = IQ2, de sorte que l — E con- 
tient l’ensemble IQ2, qui est de deuxième catégorie. 

Il est ainsi établi que Ca ^ Cis. 


') S. £ i 1 e n b e r g, 1 . c., p. 94 (Théorème 1). 
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De C58 on déduit facilement la conséquence suivante, duale 
relativement à C57. 

Proposition C59. Quel que soit V ensemble linéaire de deuxième 
catégorie, il existe une fonction réelle définie sur lui qui n* admet 
aucun prolongement à une fonction de variable réelle satisfaisant 
à la condition de B aire. 

§ 4. Ensembles croissants* Conséquences Qo — Ce de l’hypothèse H, 

Théorème 1. Etant donnée une famille F de puissance ni^Ko 
de sous-ensembles de puissance ni d'un ensemble quelconque M de 
puissance m, l’ensemble M contient ni ensembles disjoints dont chacun 
admet ni éléments communs avec chaque ensemble de la famille F ^). 

Démonstration. Soit cp le plus petit type ordinal cor- 
respondant au nombre cardinal m. En vertu du théorème de 
M. Zermelo, il existe une suite transfinie du type cp 

(8) Pu Pi, - ,Pv>,po,^u - - (a < ?) 

formée de tous les éléments (différents) de Pensemble donné M. 
Considérons une famille quelconque de puissance ni de sous- 
-ensembles de M de puissance ni. Comme m $> on a ni^ = ni 
et il existe une suite transfinie du type 9 

(9) £^ 1 , £ 2 ? ••• 5 ••• > ••• T) 

composée de tous les ensembles appartenant à la famille F et qui 
en contient chacun une infinité de puissance m des fois. 

Nous définirons d’abord par l’induction transfinie pour 
P a < cp une suite double d’éléments de M, 

Désignons par q\ le premier terme de la suite (8) qui appar- 
tient à l’ensemble £1. Etant donné un nombre ordinal quelcon- 
que X compris entre 1 et cp, l’ensemble Qx de tous les termes 
où P <; a < X est évidemment de puissance < ni (puisque X < cp 
et cp est le plus petit nombre ordinal de la puissance m), tandis que 


') Ce théorème est une généralisation d’un lemme établi par M. C. K u- 
ratowski et moi, Fund. Math. VIII, p. 193. 

W. Sierpiôski, Hypothèse du continu. ® 
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l’ensemble E-^ de la suite (9) est de puissance m (puisque E\ e F). 
Il existe par conséquent m éléments de la suite (8) qui appartien- 
nent h El — Qi; ils forment donc une suite partielle de (8), éga- 
lement du type <p. Soient 

( 10 ) q \, ... , 

les X premiers éléments de cette dernière. La suite double {9^} 
où P < a < cp se trouve ainsi définie. 

Ceci étant, désignons d’une façon générale par l’ensemble 

de tous les où P < a < cp et considérons deux éléments quel- 
conques € R^^ et où Pi < «i < «P, p2 < «2 < ? et Pi < P2. 

Or, dans le cas où a. = les éléments nô' et ^“2 figurent 

donc dans la suite (10) avec X ~ at^ == d’où ^ ^“2, puisque 

Pl P2 

la suite en question a été extraite par définition de la suite (8), 
formée d’éléments différents. Dans le cas où aj < a.^, il vient 
e Qa,+1 C Qa^ (selon la définition de Qi) et (selon 

la définition de q^, d’où q'^ non-ç. et par conséquent q'^'^q^. 
Enfin, dans le cas où aj > aj, un raisonnement tout à fait ana- 
logue conduit à la-même inégalité. Ainsi l’inégalité Pi ^ pj (où 

Pl <! «1 < <p et p2 '< '5^3 < <p) entraîne en tout cas l’inégalité ^ ^ 

Pl P2 

c. à d. que les ensembles R'^^ et sont alors disjoints. 

Comme il y en a m, il reste à montrer que chaque admet ni 
éléments communs avec n’importe quel ensemble E de la famille F, 
donné à l’avance. 

Or, selon la définition de la suite (9) on a E = Eg^ pour m 
valeurs distinctes de l’indice a, donc aussi pour m valeurs distin- 
ctes de cet indice telles que p <; a < cp. Pour chacune de ces 
valeurs de a, l’élément q’^ figure donc dans la suite (10) et par 
conséquent appartient à l’ensemble £■„; d’autre part, appartient 
à /?p en vertu de la définition de cet ensemble. On a ainsi 
q^ ç. EgRi^ = ER^ et cette relation se présente pour m valeurs dif- 
férentes de a. 
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Or, selon la définition de on a pour «j < aj les relations 

® ® Qttj Qttj-t-i CI d’où L’en- 

semble ER^ contient donc bien m éléments distincts (et pas davan- 
tage, puisque ER^ M et M est de puissance ni), c. q. f. d. 

Proposition Cgo- Tout ensemble linéaire qui est partout de 
deuxième catégorie ‘) est une somme d'infinité indénombrable d'en- 
sembles disjoints qui sont aussi partout de deuxième catégorie. 

Démonstration. Admettons l’hypothèse H et considérons 
un ensemble linéaire Q qui est partout de deuxième catégorie de 
Baire. Soit, d’autre part, E un O 5 linéaire qui n’est pas non-dense; 
il existe alors un Intervalle / tel que l’ensemble E est dense 
dans I. L’ensemble l—E est par conséquent un ne contenant 
aucun intervalle, donc un F^ de première catégorie. Or, Q étant 
par hypothèse de deuxième catégorie dans /, il en résulte que 
l’ensemble QE ff) QEI = QI — {! — E) est de deuxième catégorie. 
C’est donc un ensemble indénombrable et par suite, en vertu de 
l’hypothèse H, de puissance 2*'». 

Ainsi l’ensemble Q admet éléments communs avec tout 
ensemble linéaire G 3 qui n’est pas non-dense. 

Or, soit F la famille de tous les ensembles QE où E est nu O 5 
linéaire qui n’est pas non-dense. La famille F est par suite de 
puissance 2*^» et chaque ensemble de la famille F est de puis- 
sance 2^». Soit M la somme de tous les ensembles de la famille F. 
C’est évidemment un ensemble de puissance 2 **» et on a Al C3 Q- 
En vertu du théorème 1, l’ensemble M contient sous- ensembles 
disjoints dont chacun admet 2 *<* éléments communs avec tout en- 
semble de la famille F. 

Soit R un tel sous-ensemble de M. Nous allons montrer que 
l’ensemble R est de deuxième catégorie dans tout intervalle / 
arbitrairement donné à l’avance. 

Supposons, par contre, que l’ensemble RI soit de première 
catégorie, donc contenu dans un F^ de première catégorie. En dé- 


‘) c. à d. de deuxième catégorie dans chaque intervalle (voir p. 41). 
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signant ce dernier par S, l’ensemble E — I — S est un Gj et il 
n’est pas non-dense. QE serait par conséquent un ensemble ap- 
partenant à la famille F et, comme tel, il admettrait 2^“ éléments 
communs avec R. Cependant c’est impossible, car on a RI (2 S 
et Q£ = Q (7 - S). 

Ainsi l’ensemble M contient 2^^» ensembles disjoints dont cha- 
cun est de deuxième catégorie dans tout intervalle. Il est donc 
vrai à plus forte raison que l’ensemble Q Z) ^ compose de 2^” 
ensembles de ce genre. 

L’implication H ^ ®st par conséquent établie. 

Il est à remarquer que l’on peut établir (sans employer l’hy- 
pothèse H) l’implication C55 0. Toutefois, on ne sait démon- 

trer sans faire appel à ^7 où à une autre hypothèse, peut-être 
moins restrictive, non seulement la proposition Cg,,, mais non plus 
la proposition, d’après laquelle tout ensemble linéaire qui est de 
deuxième catégorie dans chaque intervalle est une somme de 
deux ensembles disjoints de même nature ^). 

Théorème 2. Etant donnée une famille F de puissance < 2**» 
de fonctions d’une variable réelle, il existe toujours une fonction 
d’une variable réelle g(x) telle que pour toute fonction f {x) appar- 
tenant à F l’équation f{x) = g{x) admet <2^” racines différentes. 

Démonstration, tp désignant le plus petit nombre ordi- 
nal correspondant à la puissance du continu, il existe une suite 
transfinie du type ç 

(11) fiix), Mx ), ... , fjx), f^.^.i(x ), ... , /^(x), ... (4 < cp) 

formée de toutes les fonctions de la famille F, répétées au be- 
soin 2*^" fois, si la puissance de la famille F est Inférieure à 2^\ 
Soit 

(12) .ç,, X3, ... , ... , x ^, ... ($ < cp) 


*) Voir W. Sierpiùski, Fund. Math. XXII, p. 1 et suivantes. 

2) Fund Math. IV, p. 368, Problème 21 (de M. C. K u r a t o vr s k i). 
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une suite transfinie du type tp formée de tous les nombres réels 
différents. 

Pour définir la fonction g (a:), posons g (a,) = 0 et procédons 
par l’induction transfinie comme il suit. Soit 1 < a < cp. Dési- 
gnons par £„ l’ensemble de tous les nombres où 4 < a. 

Comme a < tp, on a a < donc £„ < 2^“, et il existe par consé- 
quent dans la suite (12) des nombres qui n’appartiennent pas à 
Soit Xt le premier de tels nombres et g (x„) = ATt . 

La fonction g (x) est ainsi définie pour tous les nombres de 
la suite (12), donc pour tout x réel, et on a 

(13) pour e<a<cp. 

Considérons à présent une fonction quelconque / (a:) appar- 
tenant à la famille F. C’est donc un terme de la suite (11) et il 
existe par conséquent un nombre ordinal X < tp tel que f{x) — fiix). 
On a en vertu de (13) g (x^) ^ f\(x^) pour X < a < 9, de sorte 
que l’égalité g (a:„) = /x(a:„) ne peut se présenter que, peut-être, 
pour des nombres ordinaux « <! X, dont l’ensemble est de puis- 
sance -< X < 2^'» (puisque X < cp). Tous les nombres réels x tels 
que fix) = g(x) forment donc un ensemble de puissance <2tt<', 
c. q. f. d. 

Proposition Cej. Etant donnée une famille F de puissance 
<; 2tt» de fonctions d'une variable réelle, il existe toujours une fon- 
ction d’une variable réelle g (a:) telle que pour toute fonction f (a:) de la 
famille F l’ensemble des x réels qui satisfont à l’équation f{x) — g{x) 
est au plus dénombrable. 

L’implication H -> C^i résulte, en effet, directement du théo- 
rème 2, qui précède. 

En désignant par F la famille de toutes les fonctions de 
Baire d’une variable réelle (dont la puissance est, comme on sait, 
2*^"), le théorème 2 entraîne en particulier ce 

Corollaire 1. Il existe une fonction g{x) d’une variable réelle 
telle que, f(x) étant une fonction de Baire quelconque {d’une va- 
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rlable réelle), l’ensemble de tous les x réels satisfaisant à l'équation 
f ix) = g (a:) est de puissance < 2^. 

Or, nous allons montrer que la fonction g (x) dont il est 
question dans ce corollaire n’est une fonction de Baire sur aucun 
ensemble de puissance du continu. 

En effet, en supposant que la fonction g {x) soit une fon- 
ction de Baire sur un ensemble E de puissance du continu, il 
existerait, comme on sait ^), une fonction de Baire d’une variable 
réelle / (x) qui coïncide avec g (a:) sur E, donc sur un ensemble 
de puissance 2><», contrairement au corollaire 1. 

Ainsi la fonction g (a:) n’est, en particulier, continue sur aucun 
ensemble de puissance du continu. On a donc ce 

Corollaire 2 ^). Il existe une fonction de variable réelle qui 
est discontinue sur tout ensemble de puissance du continu ^). 

Moyennant l’hypothèse H il en résulte tout de suite cette 

Proposition C62. Il existe une fonction de variable réelle qui 
est discontinue sur tout ensemble non dénombrable. 

Or, comme l’a démontré M. H. Blumberg^), toute fonction 
d’une variable réelle est continue sur un ensemble dénombrable 
dense dans chaque intervalle. 

Théorème 3 Il existe une suite transfinie du type S /or- 
mée d'ensembles linéaires croissants. 

Démonstration. Soient 

(14) X^^ X2j X^j ... , X^^^y ... , X^y ... 


') Voir p. ex. Fund, Math, XVI, p. 81. 

*) W. Sierpiûski et A. Zygmund, Fund. Math. IV, p. 816. 

*) En vertu d’un théorème de M. L u s i n, une telle fonction ne peut 
pas être mesurable (voir p. ex. Fund. Math, III, p. 320). 

*) Proceed. National Acad. U. S. A. 8 (1922), p. 283—288. 

*) W. S i e r p i h 8 k i, C. P, Soc. Sc. Varsovie XXV, p. 103; cf. Z. Z a 1 c- 
wasser, Fund, Math. III, p. 45. 
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une suite transfinie (du type ordinal quelconque) formée de tous 
les nombres réels et 

(15) /"i, ... , ^u)+i> ••• » — 

une suite transfinie (quelconque) formée de tous les ensembles 
linéaires Gg de mesure nulle. 

Nous définirons par l’induction transfinie une suite du type Q 
d’ensembles Gg de mesure nulle 

(16) El, E<i, E ^, ... , E^, E„,^i , ... , E ^, ... (^ <C U) 

comme il suit. 

Posons El = El. Etant donné un nombre ordinal a compris 
entre 1 et tJ, posons = ^ Et, où Et pour 4 < a sont supposés 

des Gg de mesure nulle. Comme la somme d’un nombre fini ou d’une 
infinité dénombrable d’ensembles de mesure nulle, est encore 
un ensemble de mesure nulle. 11 existe donc des termes de la 
suite (14) qui n’appartiennent pas à Soient le premier de 

'O, 

ces termes et + (atc ); l’ensemble est encore un ensem- 

ble de mesure nulle. 

Or, tout ensemble de mesure nulle étant, comme on sait, 
contenu dans un Gg de mesure nulle, il existe des termes de la 
suite (15) qui contiennent l’ensemble T^: nous désignerons par 
le premier de ces termes. 

La suite transfinie (16) est ainsi définie par l’induction trans- 
finie et on a par définition >^a CI CZ ^a- 1^ résulte selon la 
définition de que 

A C pour 4 < a. 

D’autre part, on a a;? e T^CZEa, et en même temps Xt non-Sa, 
d’où Xt non- 1 Et, puisque Et (2 Sa- Par conséquent 

Ea pour î < a. 

La suite (16) est donc croissante et formée d’ensembles dif- 
férents, c. q. f. d. 
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Il est à remarquer qu’en prenant pour chaque nombre ordi- 
nal a < un point de l’ensemble — £■„, on obtient un en- 
semble N (de puissance Si) qui jouit de la propriété X. 

En effet, soit 

D = ^ 3 , •••) 

un sous-ensemble dénombrable de N. Tous les indices a, (i—\, 2, 3, ...) 
étant des nombres ordinaux < IJ, il existe un nombre ordinal a < ü, 
tel que a,- < a pour i = 1, 2, 3, ... Comme c on a donc 

(3 ^«^4-1 C ^a. pour i = 1, 2, 3, ... (la suite (16) étant croissante). 
Par conséquent D Q 

Désignons par R l’ensemble de tous les points aux indices 
^ < a. On a ti^non-ç. pour | < tl, donc t^non-z E^ pour J > a. 
Il vient donc R = NE^^ et, comme D Cl E^ et D (C on trouve 
D= N- [£■„ — {R — D)]. L’ensemble R — D étant au plus dénom- 
brable (donc un et l’ensemble étant un Gg, l’ensemble 
E^ — {R — D) est un Gg et l’ensemble D est un produit de N par 
un Gg. 

L’ensemble N jouit donc de la propriété X, c. q. f. d. 

Ajoutons que la démonstration du théorème 3 est basée sur 
la théorie de la mesure, mais qu’on peut démontrer ce théorème 
d’une façon purement topologique (sans faire intervenir la théorie 
de la mesure) *). 

Proposition Ces- E existe une suite transfinie décroissante 
de puissance du continu formée d'ensembles linéaire distincts. 

L’implication H Ces résulte, en effet, aussitôt du théorème 3. 

Il est à remarquer que sans l’hypothèse H nous ne savons 
même établir l’existence d’une suite transfinie croissante de puis- 
sance 2>^” formée d’ensembles linéaires mesurables {B) distincts. 

Proposition C 64 . Il existe une famille de puissance 2?^“ d’en- 
sembles croissants de nombres réels ^). 


0 VoirW. Sierpinski, C. R. Soc. Sc. Varsovie XXVI, note du 26.X.1933. 
2) Une famille est formée d’ensembles croissants, lorsque de deux en- 
sembles de cette famille l’un est toujours contenu dans l’autre; cf. p. 24. 
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Démonstration. Soit T l’ensemble de toutes les suites 
transfinies du type SI 

(17) 

^2) ••• > ^0)4-1» ••• J ... (S < Ü) 

dont les termes sont égaux à 0 ou à 1. 

L’ensemble T est évidemment de puissance 2**‘, donc, d’après 
l’hypothèse H, de puissance 2^*'”. 

Etant donné un nombre ordinal a < Q, désignons par l’en- 
semble de toutes les suites transfinies (ou finies, si a < w) du 
type a formées de nombres 0 et 1. 

Comme « < nous aurons évidemment 

(18) £„ = 2“<2»*. 

Posons 

( 19 ) E='EE,. 

a<M 

Selon (18) et (19) nous trouvons tout de suite £ < Ki • 2><» = 2t'> 
et, puisqu’on a évidemment 2*<», nous avons 

(20) £- 2»». 

Pour démontrer la proposition Cm, il suffit donc selon (20) 
de définir une famille formée de sous-ensembles croissants 
de l’ensemble E. 

Considérons à ce but un élément x quelconque de l’ensem- 
ble 7'; c’est donc une suite transfinie du type formée de nom- 
bres 0 et 1, p. ex. la suite (17). Nous désignerons par M (x) l’en- 
semble de tous les éléments de l’ensemble E, donc de toutes les 
suites finies ou transfinies dénombrables 

( 21 ) K ... , b^, ... , b^, ... (i < a) 

formées de nombres 0 et 1, telles qu’il existe un nombre ordi- 
nal p. < a assujetti à la condition 

(22) b^ <; pour 4 < et b^< a^. 
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Nous allons montrer que si x et x' sont deux éléments dif- 
férents de l’ensemble T, on a A1(x)^M(x'): notamment soit 
M(x)C^ ix'), soit M (x') C M (x). 

Considérons donc la suite transfinie x' ^ x de l’ensemble Tx 

(23) a,\, a-i, ai, ... , a'^, ... , a'^, ... (^< Sî) 

La suite (23) diffère par conséquent de la suite (17). Il exi- 
ste donc un nombre ordinal v, le plus petit pour lequel on a 
fly =7^ ûy. On a par suite soit a.^ < a', soit Admettons que 

a, < ai. 

Soit P un élément de M. (jc); c’est donc une suite (finie ou 
transfinie dénombrable) de la forme (21) et il existe un nombre 
ordinal (j. assujetti à la condition (22). Or, la définition du nom- 
bre V entraîne que 

(24) = flî pour $ < v et a.,< ai 

Si V < (ji, on a donc selon (22) et (24): 

< a^ pour 4 < v et b.,< al 

et si V > [A, on a selon les mêmes conditions 

b^ < a'^ pour $ < [a et b^< 

Dans les deux cas on conclut de la définition de M (x') que 
la suite (21) appartient à M (x'), c. à d. que p t M {x'). Nous 
avons ainsi démontré que M (x) {x'). 

Or, désignons par q la suite (finie ou transfinie) du type v+ 1: 

^ 1 » ••• > ••• 5 ^V 

La définition des ensembles M (x) et M {x') entraîne alors 
selon (24) que q non-e.M(x) et qeM(x'). On a donc Al (x) ^ (x'). 

Nous avons ainsi démontré que deux ensembles M (x) et AI (x') 
correspondant aux éléments différents x et x' de l’ensemble T sont 
toujours différents l’un de l’autre et que l’un d’eux est toujours 
contenu dans l’autre. Soit 0 la famille de tous les ensembles Al (x) 
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correspondant aux éléments x de T. Comme T = la famille 0 
est de puissance 2^^°. 

Or, d’après ce que nous venons d’établir sur les ensembles 
M (x), la famille 0 est formée d’ensembles croissants et la défini- 
tion des ensembles M (x) montre que ce sont des sous-ensembles 
de l’ensemble E. 

0 est donc une famille de puissance 2^^“ de sous-ensembles 
croissants de l’ensemble E. Ce dernier étant d’après (20) de puis- 
sance 2*^», l’implication H-* Co 4 se trouve établie. 

Il est à remarquer que sans admettre l’hypothèse H nous sa- 
vons démontrer qu'il existe une famille de puissance > 2^*» d'ensem- 
bles croissants de nombres réels i). 

§ 5. Ensembles presque disjoints- Conséquences C«5 — C70 (Cro'’) de H. 

Proposition Ces. E existe une famille F de puissance 2^*^' 
d’ensembles de nombres réels de puissance 2tt<', telle que deux en- 
sembles (différents) de la famille F ont toujours un ensemble au plus 
dénombrable d’éléments communs *). 

Démonstration. Soient T, et E les ensembles qui 
viennent d’être considérés dans la démonstration de la proposi- 
tion Cei. Soit X un élément de T. C’est donc une suite trans- 
finie (17) formée de nombres 0 et 1. Désignons pour les nombres 
ordinaux a < Î2 par P{x, a) la suite partielle du type « de la suite 
transfinie (17) et par P{x) l’ensemble de toutes les suites P{x, a) 
où a < Q. C’est donc un ensemble de puissance Sj. 

A tout élément a; de 7" correspond ainsi un sous-ensemble 
P{x) de E (puisqu’on a P{x, a) c pour x e T et a < S). Nous 
allons montrer que x y étant deux éléments distincts de T, les 
ensembles P{x) et P {y) ont un ensemble au plus dénombrable 
d’éléments communs. 


*) Voir W. Sierpiôski, Fund. Math. III, p. 109. 

*) Voir W. SierpiAski, Monatshefte für Math. u. Phys. 35 (1928), p. 241; 
cf. A. Tarski Fund. Math. XII, p. 199 (Corollaire 20 pour a = 0). 
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Soit à ce but y ^ x la. suite transfinie 

(25) 62 » ^3> ••• > ^U)- 4 -l> ••• > ••• ($ ^)* 

Les suites (17) et (25) sont donc différentes et il existe par 
conséquent un indice t». < fl tel que 

( 26 ) 

D’après la définition des suites P{x, a) et P {y, a), nous avons 
selon (26) 

P{x, a) ^ P (y, a) pour [x < a < il. 

D’autres part, on a évidemment 

P{x, fit) ^ Piy^ P) pour a P, 

puisque P(x, a) est une suite du type a et P(x, P) en est une du 
type p. 

Selon la définition des ensembles P(x) et P (y) ces ensem- 
bles ont donc en commun au plus p. éléments, où p. So, puis- 
que p. < tL 

Désignons par F la famille de tous les ensembles P{x) cor- 
respondant aux éléments x de l’ensemble T. Ce dernier étant, 
comme nous savons, de puissance 2^^°, la famille F est aussi de 
puissance 2 ^^° et, comme nous venons de démontrer, deux ensem- 
bles distincts de ta famille F ont toujours un ensemble au plus 
dénombrable d’éléments communs. Or, P{x)(^E pour a: € T, de 
sorte que F est une famille de sous-ensembles de E. Ce dernier 
étant selon (20) dé puissance 2*<», l’implication H -> C 05 se trouve 
démontrée. 

Il est à remarquer que l’hypothèse H n’est intervenue dans la 
démonstration des propositions et Ces que pour établir la puis- 
sance 2^^” de l’ensemble T. Or, on a le théorème suivant: 

Théorème 4 0. La proposition Ces est équivalente à l'égalité 

22 ^'- ^ 2 S‘. 

A. T a r s k i, Fund, Math. XII, p. 199 (Corollaire 20). 
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Démonstration. 1® D’après la remarque qui précède, 
il suffit, pour établir la proposition Ces, de démontrer que l’en- 
semble T de toutes les suites transfinies du type de nombres 
0 et 1 (qui est par définition de puissance 2t*‘) est de puissance 
2^**“, c. à d. que 2^^° = 2t<‘. Cette égalité entraîne donc la pro- 
position Ces. 

2® Admettons à présent la proposition Ces. Il existe donc 
une famille F de puissance 2^*^° d’ensembles indénombrables de 
nombres réels, ayant deux à deux un ensemble au plus dénom- 
brable d’éléments communs. A tout ensemble N àe F faisons 
correspondre un sous-ensemble Q {N) de N de puissance Ki. La 
famille 0 de tous les ensembles de nombres réels de puissance Ki. 
étant de puissance 2*^', il résulte de l’inégalité 2^^ > 2^' qu’on ne 
peut pas avoir toujours Q{N)^ Q{N') pour deux ensembles dis- 
tincts N et N' de F, donc qu’il existe deux ensembles A/ et N' ^ N 
de F tels que l’on a Q(A/) = Q(A'). Or, c’est impossible, les en- 
sembles N et N' ayant d’après la propriété de la famille F un 
ensemble au plus dénombrable d’éléments communs et l’ensemble 
Q(A) étant de puissance Sj. 

L’inégalité 2“^^° > 2^** ne peut donc avoir lieu. On a par , con- 
séquent 2^** < 2t<‘ et, puisque d’autre part on a évidemment 
2^* <; 2^^“, on obtient 2^*^' = 2^'. 

Dans le même ordre d’idées on a encore ce 

Théorème 5 *)• L'inégalité 2**» < 2^** est une condition néces- 
saire et suffisante pour qu'il existe une famille F de puissance > 2t<» 
d'ensembles de nombres réels de puissance 2*<» ayant deux à deux 
un ensemble au plus dénombrable d'éléments communs. 

Démonstration. La condition est nécessaire. Soit F 
une famille d’ensembles satisfaisant aux conditions du théorème. 
Faisons correspondre à tout ensemble Ade F un sous-ensemble Q(N) 
de N de puissance Kj. Par hypothèse on doit avoir Q{N)f^Q{N') 
pour tout couple N et N' d’ensembles distincts appartenant à la 


*) Cf. A. Tarski, Fund. Math. XII, p. 198 (Corollaire 18). 
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famille F. La famille 0 de tous les ensembles Q {N) oii N ç. F 
est donc de la même puissance que la famille F. Par conséquent 
F—0>2^\ Or, les ensembles N étant des sous-ensembles de 
puissance Ki de l’ensemble de tous les nombres réels, on a évi- 
demment 0 <; Ainsi 2**» < 2^’. 

La condition est s u f fis a n te. Il suffit pour le montrer de 
consulter la démonstration de la proposition Cc4 (où Cf,;,) et d’appli- 
quer la remarque que T = 2*'‘. 

Considérons à présent un ensemble linéaire N qui satisfait 
aux conditions de la proposition Cjs- L’ensemble N étant de puis- 
sance du continu, il existe une correspondance biunivoque entre N 
et l’ensemble C de tous les nombres réels. En vertu de la pro- 
position Ces, >1 existe donc une famille 0 de puissance 2^**“ formée 
de sous-ensembles de puissance 2*^» de N et telle que deux en- 
sembles (différents) de la famille 0 ont toujours un ensemble au 
plus dénombrable d’éléments communs. Or, l’ensemble N satis- 
faisant à la proposition C32, tout sous-ensemble non dénombrable 
de N, donc tout ensemble de la famille 0, est non mesurable. 
On a ainsi cette 

Proposition Cf,6. Il existe une famille 0 de puissance 2^^" 
d'ensembles linéaires non mesurables qui ont deux à deux un en- 
semble au plus dénombrable de points communs. 

Appelons presque disjoints deux ensembles infinis, si l’en- 
semble de leurs éléments communs est d’une puissance inférieure 
à celle de l’un et de l’autre. Il est à remarquer qu’on peut dé- 
montrer sans l’hypothèse H que tout ensemble infini de puissance m 
est la somme d'une famille de puissance > m d'ensembles presque 
disjoints ^). 


Voir ma Note dans Monatshefte für Math, und Phys. 35, p. 239. La 
décomposition des ensembles en sous-ensembles presque disjoints a été l’objet 
d’un Mémoire de M. A. T a r s k i, Fund. Math. XII, p. 188—205. 
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Proposition Cm- H existe une décomposition de l'intervalle 
9 = [0 < a: < 1] en 2^*^° ensembles qui sont de mesure extérieure 1, 
de deuxième catégorie dans tout intervalle et qui n'ont deux à deux 
qu'un ensemble au plus dénombrable de points communs i). 

Démonstration. E étant un ensemble linéaire quelcon- 
que, désignons d’une façon générale par E (r) l’ensemble obtenu 
de E par translation de longueur r (dans la direction positive). 
Partageons tous les nombres réels en classes, en rangeant dans 
une même classe deux nombres réels dans le cas et dans ce cas 
seulement où leur différence est rationelle. Choisissons un seul 
nombre dans chacune de ces classes et désignons par V leur en- 
semble: c’est le bien connu ensemble non mesurable de G. Vital i. 

Soit 

(27) /•„ rj, /-3, ... 

une suite infinie, formée de tous les nombres rationnels différents. 

On a évidemment 

(28) V (ri) ■ V (ry) = 0 pour i ^ j, 
et 

(29) C=V(r,)+V(r,)+V{r,) + ... 

L’ensemble £ de tous les nombres réels est donc la somme 
d’une infinité dénombrable d’ensembles disjoints, superposables 
avec V. Par conséquent V est un ensemble de deuxième catégorie. 

Divisons l’ensemble (27) en deux ensembles denses disjoints: 


(30) 

Pl,p2^Pt> 

(31) 

^'3) 


Admettons maintenant l’hypothèse H. L’ensemble V étant 
de mesure extérieure positive et de deuxième catégorie, il existe 
d’une part d’après la proposition ^32 un ensemble P (3 V' de puis- 
sance 2^« et tel que tout sous-ensemble non dénombrable de P 
est non mesurable (Z,), et d’autre part d’après la proposition Ca 


') W. S i e r P i n 8 k i, Fund. Math. XIII, p. 195. 
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un ensemble Q G ^ de puissance 2^» et tel que tout sous-ensemble 
non dénombrable de Q est de deuxième catégorie. 

Il résulte de la proposition Ces qu’il existe une décomposition 
de tout ensemble de puissance du continu en une famille de puis- 
sance d’ensembles non dénombrables ayant deux à deux un 
ensemble au plus dénombrable d’éléments communs: soit 

(32) P = 

^<9 

une telle décomposition de l’ensemble P et 

( 33 ) q=i:q^ 

^<9 

une telle décomposition de l’ensemble Q (cp désigne ici le premier 
nombre ordinal tel qe tp = 2^^°). 

Posons maintenant 

OO 

(34) ^5=2' lP^(Pn) •+• Q^(<7„)] pour 1< 4 < tp 

n = l 

et 

(35) + S [P^iPn) + Q^{qn )] . 

Nous aurons évidemment d’après (34) et (35) 

(36) 

l«P 

Or, nous allons montrer que la décomposition (36) de l’inter- 
valle 9 satisfait à la proposition à démontrer. 

Soient 4 et t] 4 deux indices donnés inférieurs à tp. Il vient 
d’après les propriétés des décompositions (32) et (33): 

(37) et 

Comme PCiV et QG^ona évidemment d’après (32) et (33) 
P^Ç2 É et Qr^d Pf donc 

(38) P^(r„) G y (rn) et Q^(r„) G V i.r„) pour n = 1, 2, 3, ... 
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et parsuite, d’après (28), les termes des suites (30) et (31) étant 
des termes différents de la suite (27): 

[P(,iPd + Qç(?')] ■ [P-rf.Pj) + Qtf^j)] — 0 pour i 

ce qui donne selon (34) et (35) 

^ [P^iPn) + Q^(<?'n)] • [PfXPn) + Q-ÀÇn)]. 

Il en résulte sans peine en vertu des inégalités Pn ^ qn 
{n = 1, 2, 3 ...) et d’après (38) et (28) que 

oo 

(39) = S [P^iPn) PJPn) + Q|(<7„) QJ^„)]. 

Or, on a selon (37) 

Pi^iPn) P~(pn )< '^0 et Q^iqn) Qy)(^«) < «o pour «=1,2,3,... 
La formule (39) donne donc 

< Xo pour 4^7]. 

Nous avons ainsi démontré que les termes de la série (36) 
ont deux à deux un ensemble au plus dénombrable de points 
communs. 

Soit 4 < cp un indice donné. L’ensemble en tant que sous- 
-ensemble non dénombrable de P, est de mesure extérieure posi- 
tive. Les nombres (30) formant un ensemble dense dans tout in- 
tervalle, il en résulte sans peine que le complémentaire de l’en- 
semble P^ipn) est de mesure intérieure nulle ^). 


En effet, on démontre sans peine le théorème suivant: 

Etant donnés un ensemble linéaire T de mesure extérieure positive et une 
suite infinie nombres réels, dense dans tout intervalle, le complémen- 

oo 

taire de V ensemble ^ T(p^) est de mesure intérieure nulle. 


W. Sierpiûski, Hypothèse du continu. 


9 
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Or, l’ensemble Q^, en tant que sous-ensemble non dénombra- 
ble de Q, est de deuxième catégorie. Les nombres (31) formant 
un ensemble dense dans tout intervalle, il en résulte que l’en- 

oo 

semble ^ Qf(^n) est de deuxième catégorie dans tout intervalle. 

n=l 

On en conclut tout de suite selon (34) et (35) que les ensem- 
bles (^ < (p) sont de deuxième catégorie dans tout intervalle et 
que leurs complémentaires sont de mesure intérieure nulle, c. q. t. d. 

Proposition Ces 0- existe parmi les ensembles linéaires in- 
dénombrables un ensemble K de première catégorie que chaque trans- 
lation le long de la droite transforme en lui-même, abstraction faite 
tout au plus d'une infinité dénombrable de points. 

Démonstration. Admettons l’hypothèse H ei soit 

(40) = 0, ^ 2 , Xj, ... , ... , ... (a < t^) 

une suite transfinie du type ü formée de tous les nombres réels. 

Soit Q un ensemble linéaire de mesure nulle ne contenant 
pas le nombre 0 et tel que son complémentaire CQ soit de pre- 
mière catégorie. Désignons d’une façon générale par Q (a) la trans- 
lation de l’ensemble Q de longueur a, c. à d. l’ensemble de tous 
les nombres réels x a où x ç. Q. 

Nous allons d’abord définir par l’induction transfinie une 
suite transfinie où a < £î, comme il suit. 

Posons Pi = Xi. Etant donné un a ordinal compris entre 1 
et désignons par la somme de tous les ensembles 

Q (- - -«ç, - ••• - 

où 4i, ^ 2 ) — * est une suite finie quelconque de nombre ordinaux 
< a. Comme a < S2, l’ensemble de telles suites est évidemment 
au plus dénombrable. Or, Q (a) étant pour tout a réel un en- 
semble de mesure nulle, il en est de même pour tout a < de 
l’ensemble Q„, qui est est par définition une somme d’un nombre 


>) W. S i e r P i n s k i, Fund. Math. XIX, p. 22. Cf. S. B a n a c h, ibid., p. 15. 
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fini ou d’une infinité dénombrable d’ensembles de mesure nulle. 
En désignant donc par P,, l’ensemble de tous les points où «< a 
(c. à d. un ensemble au plus dénombrable, puisque a < Q), la 
somme 5^ = P^ + Q* constitue encore un ensemble de mesure 
nulle. Il existe par conséquent, dans la suite (40) de tous les 
nombres réels, des nombres n’appartenant pas à et c’est le 
premier de ces nombres que nous désignerons par 
La suite transfinie 

(41) Pi = Q, p2i ... ^PvitPui^lt fPa.^ ••• (* ^ ^) 

se trouve ainsi définie et il est évident que tous les termes de 
cette suite sont distincts. 

Ceci établi, désignons par K l’ensemble formé de Pi et de 
tous les nombres de la forme 

(42) Pa + -Vç, + -VÇj + ••• + 

où 1 < a < 12 et îi, $ 2 , ... , est une suite finie arbitraire de nom- 
bres ordinaux < a. Comme = 0, l’ensemble K ainsi défini con- 
tient évidemment tous les points où a < £2. Par conséquent il 
est indénombrable. Or, nous allons montrer que 

(43) KQ = 0. 

A ce but supposons, par contre, qu’il existe un point pzK- Q. 
On & P ^ Pi, puisque Pi = Xi = 0 et le point 0 n’appartient pas 
à Q. Comme appartenant à K, le nombre p serait donc de la 
forme (42), d’où, en tenant compte que p € Q, on tire aussitôt 
€ Q ( - - Xe^ - ... - et par conséquent /?„ € Q„ C con- 

trairement à la définition de la suite (41). 

L’égalité (43) est ainsi établie. Elle revient à dire que K est 
situé dans CQ, qui est par hypothèse de première catégorie. L’en- 
semble K est donc lui-même de première catégorie. 

Considérons enfin les translations de K. Soit a un nombre 
réel quelconque. C’est donc un terme de la sùite (40). Il existe 
par conséquent un nombre ordinal X < 12 tel que a = x^. Etant 
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donné un point arbitraire p € Kia) — K, on a selon la définition 
de K d’une part 

(44) P = Pa + •’Cç, + + ... + x^^ + x^, 

puisque p € K(a) et d’autre part a <; X, puisque dans le cas con- 
traire P appartiendrait à K. 

Il est ainsi démontré que chaque point p de l’ensemble 
K (a) — K est de la forme (44) où a <; X et ii, ^ 2 , , in est une 
suite finie de nombres ordinaux < a. Or, l’ensemble de tous les 
nombres p de ce genre pour a = xi fixe est évidemment au 
plus dénombrable, c. q. f. d. 

L’implication H ->■ Ca est ainsi établie. 

Il est à remarquer qu’en remplaçant partout dans la démon- 
stration qui précède les termes première catégorie par mesure nulle 
et inversement, on transforme < ette démonstration en celle de la 
proposition suivante, qui est don - avec Ces en relation de dualité: 

Proposition Cm. Il existe parmi les ensembles linéaires indé- 
nombrables un ensemble M de mesure nulle que chaque translation 
transforme en lui-même, si l'on en néglige tout au plus un ensemble 
dénombrable de points. 

Ajoutons qu’on peut démontrer le théorème suivant: 

Etant donné un ensemble mesurable (linéaire) Al qui se trans- 
forme par chaque translation en lui-même, si Von en néglige un ensem- 
ble de points de puissance < 2**», soit M, soit le complémentaire de M 
est un ensemble de mesure nulle. 

Ce théorème résulte sans peine de la propriété d’ensembles 
de mesure positive de conienir des points de densité. 

Théorème 6 ^). Il existe un ensemble linéaire N de puissance 
2 **«, non mesurable et tel que chaque translation le transforme en 
lui-même, abstraction faite d'un ensemble de points de puissance < 2^*». 

Démonstration. Soient 9 le plus petit nombre ordinal 
de puissance du continu et 


') W. S i e r p i h 8 k i, Fund. Math. XIX, p. 24. 
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(45) Xi = 0, ATi, AJj, ... , ... , ATç, ... (4 < cp) 

une suite transfinie du type cp formée de tous les nombres réels. 
La famille de tous les ensembles linéaires parfaits étant de puis- 
sance du continu, il existe une suite transfinie du type cp: 

Pi^ P^i P 3> ••• i Puij P Lo+i> ••• > P^y '•* (s ^ 

formée de tous les ensembles linéaires parfaits. 

Nous allons d’abord définir par l’induction transfinie deux 
suites {/7„} et du type cp. 

Soient à ce but Pi le premier terme de la suite (45) qui 
appartient à et le premier terme de la même suite qui ap- 
partient à Pi, mais qui est distinct de Etant donné un a 
ordinal quelconque compris entre 1 et cp, désignons par l’en- 
semble de tous les nombres de la forme 


- x^^ - x^^ - ... - 

où 4, 4i, 42 , ... , 4n est une suite finie arbitraire de nombres ordi- 
naux inférieurs à a. L’ensemble est évidemment de puissance 
<; a + 4- , donc de puissance < 2^«, puisque £* < cp, d’où 

a < 2**». L’ensemble parfait P„ étant (comme parfait) de puissance 
du continu, l’ensemble Pa — n’est pas vide et c’est le premier 
terme de la suite (45) appartenant à P^ — Sa que nous désigne- 
rons par Pa- Désignons, d’autre part, par Ta l’ensemble de tous 
les nombres réels de la forme 

^4 + 

OÙ 4 < a et les nombres ordinaux 4 i, 42 , ... , 4n sont < a. Comme 
a < cp, on voit sans peine que 7^ < 2^'», de sorte que l’ensemble 
Pa — Ta n’est pas vide; c’est le premier terme de la suite (45) 
appartenant à Pa — Ta que nous désignerons par qa- 

Les suites transfinies {p^) et {qa} étant ainsi définies, soient 
N l’ensemble de tous les nombres de la forme 


Pa. + -^Ei + + ••• + 
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OÙ a < cp et 4/ < a pour / = 1, 2, , n et Q l’ensemble de tous les 
points où a < cp. Nous allons prouver que 

(46) NQ = 0. 

Supposons, par contre, qu’il existe un nombre p ç. N- Q. 
Comme p c A^, il existe un nombre ordinal a < cp et une suite finie 
de nombres ordinaux 4i, £ 2 » ••• > in inférieurs à a, tels que 

(47) P — Pa + ^1,^+ + ... + 

D’autre part, comme p £ Q, il existerait un nombre ordinal 
P < cp tel que 

(48) P = q^ 

et on aurait par définition non-ç T^; or, pour a <; P on a selon 
la définition de la relation p c 7p, de sorte qu’on obtiendrait 
dans ce cas p ^ q<^, contrairement à (45); enfin, pour a > p on a 
d’après la définition de p^j, la relation p^ non-ç. et comme la 
définition de entraîne la relation q^ — — x^^ — ... — x^^ c S^. , 

il vient ^ — ... — xi^, contrairement à (47) et (48). 

L’égalité (46) est ainsi établie. Comme la définition de l’en- 
semble N et celles de {/?„} et {qa} entraînent respectivement que 
Pa € A^, />„ € P„ et < 7 a € P„ pour tout a < cp, il vient PaN ^ 0 ^ P^Q 
pour a < cp, de sorte que chacun des ensembles N et Q admet 
des points communs avec tout ensemble parfait. Or, les deux 
ensembles en question étant selon (46) disjoints, il en résulte 
qu’ils sont de puissance du continu, non mesurables et partout 
de deuxième catégorie. 

Considérons enfin les translations de N. Soit a un nombre 
réel arbitraire. C’est donc un terme de la suite (45). Il existe 
par conséquent un nombre ordinal X < cp tel que a = X) . En dé- 
signant d’une façon générale par N {a) l’image de la translation 
de N de longueur a, soit p un point quelconque p e N (a) — N. 

Comme p e N (a), on a alors selon la définition de N d’une 

part; 

(49) 


P = + ••• + 
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OÙ a < cp et ii<a. pour / = 1, 2, ... , n et, d’autre part, X < a, 
puisque dans le cas contraire p appartiendrait à N. 

Il est ainsi démontré que chaque point de l’ensemble N {a) — N 
est de la forme (49) où X <; a et ^i, ... , 4 , sont des nombres 

ordinaux < a. Or, l’ensemble de tous les nombres p de ce genre 
est évidemment de puissance Sq + X, donc de puissance < 2**», 
puisque X < cp et cp < 2**». 

Proposition 0,0- Il existe un ensemble linéaire non mesura- 
ble que chaque translation transforme en lui- même, abstraction faite 
d’un ensemble au plus dénombrable de points. 

L’implication H > C-i^ est une conclusion immédiate du théo- 
rème 6 , qui vient d’être établi. 

Signalons l’application suivante de la proposition Cjo- 

Etant donnée une fonction f {x) de variable réelle, appelons 
presque-période de f {x) tout nombre réel a qui satisfait à l’équa- 
tion f{x-\-a) = f {x) pour toutes les valeurs de x z £, sauf pour 
un ensemble au plus dénombrable 0- En désignant alors par /(x) 
la fonction caractéristique de l’ensemble N assujetti aux condi- 
tions de la proposition Cjo, cette dernière peut s’exprimer comme 
il suit: 

Proposition Cjo®. Il existe parmi les fonctions d'une varia- 
ble réelle une fonction non mesurable telle que chaque nombre réel 
est sa presque-période, 

§ 6. Images par fonctions de Baire. Conséquences Cn — C?, 
de l’hypothèse H. 

Proposition C,!. F étant une famille de puissance 2^» d’en- 
sembles linéaires de puissance 2 *^» et 0 une famille de puissance 2 *^'* 
de fonctions mesurables d’une variable réelle, il existe un ensemble 
linéaire E de puissance 2**» tel que pour toute fonction cp {x) de la 


‘) Dans ma Note de Fund. Math. XtX, p. 27, j’ai donné une autre défi- 
nition de la presque-période; elle coïncide avec celle qui est adoptée ici dans 
le cas où l’hypothèse H est vraie. 
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famille 0 l’ensemble tp (f) ne contient aucun ensemble de la fa- 
mille F^). 

Démonstration. Les familles F et 0 étant de la puis- 
sance 2^<», donc d’après l’hypothèse H de la puissance Sj, il existe 
(en vertu de l’égalité Si = Si) une suite transfinie du type d’en- 
sembles de la famille F: 

Fl, F2, F3 , ... , F^, F„,4 .i, ... , Fç, ... a < L>) 

et une suite transfinie du type ^ de fonctions de la famille 0: 

fl(x), hix), ... , Lix), A,^.i(v), ... , 4 (a), ... (4 < fi) 

telles que pour tout ensemble /Vf e F et pour toute fonction tp e 0 il 
existe un nombre ordinal a < fi pour lequel /Vf = F„ et tp (x) = /„ (v). 

Nous allons définir par l’induction transfinie une suite trans- 
finie du type fi d’ensembles de mesure nulle 

(50) N„ N„ N„ , N^, ... ($ < fi) 

et une suite transfinie du type Q de nombres réels 

(51) Pl,P2,P-i,-,P^,Pio+ly-yPi,^- (£<ii). 

Pour définir l’ensemble distinguons deux cas: 

1) Fl — /i(£) ^ 0. Nous poserons dans ce cas A^i = 0. 

2) Fl C/i(^ )• ensembles Q (a) = 7? [/i(v) = a\ qui vien- 

JC 

nent correspondre aux différents nombres a de Fi sont disjoints 
et mesurables, puisque fi{x) est une fonction mesurable. L’en- 
semble Fl étant indénombrable et contenu dans fi{X), il existe 
un nombre fli e Fi tel que Q (ai) est un ensemble non vide de me- 
sure nulle. Nous poserons alors = Q («i). 

Le nombre Pi sera défini dans le cas 1) aussi bien que dans 
le cas 2) comme un nombre réel arbitraire n’appartenant pas à /Vi. 

Etant donné un nombre ordinal « tel que K a < fi, distin- 
guons encore deux cas: 


‘) W. s i e r P i n B k i, Fund. Math. XIX. p. 205 et p. 210. 
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1) Si £„ —faiQ ^ 0, posons = 0. 

2) Si £^aC/a(0) nous concluons comme plus haut qu’il 
existe une infinité indénombrable de nombres a de £■„ tels que 
E [/aW = ‘A U” ensemble non vide de mesure nulle. Les 

a: 

ensembles E ~ ^1 viennent correspondre aux nombres a 

X 

différents étant disjoints deux à deux, on voit sans peine qu’il 
existe un nombre e tel que l’ensemble E [fj<x) = est non 

Jt 

vide, de mesure nulle et ne contient aucun nombre où J < a 
(l’ensemble de ces derniers étant au plus dénombrable, puisque 
a < 12). Nous poserons alors 

(52) A/„ = E [faix) = aj. 

Enfin, les ensembles (S < a) étant de mesure nulle, il en est 
de même de leur somme (puisque a < 1^), ainsi que de l’ensemble 
Sa = E Elt + E iPÙ- Il existe donc un nombre non-z S^. 

^<ra 

Ainsi les ensembles (60) et les nombres (51) se trouvent dé- 
finis par l’induction transfinie. 

Or, soit E l’ensemble de tous les nombres de la suite (51): 
c’est un ensemble de puissance Sj, donc d’après l’hypotbèse H 
de puissance 2^^", puisqu’on a p^non-ç.Sa pour l<a<12, d’où 
selon la définition de l’ensemble l’inégalité paf^Pi, pour $<«. 

Supposons que l’on ait /„(£) Z) POur un nombre ordi- 
nal a < lî. 

De la définition des suites (50) et (51) résulte tout de suite 
que p^ non-e pour $ < il et ■>) < Ü. Il vient donc 

(53) EN^ = 0. 

Or, l’hypothèse que /„(£■) = E^ entraîne que E^dfaiE) C faE)> 
puisque E (Z £• D’après la définition de l’ensemble on a donc 
la formule (52). Mais la définition du nombre a„ donne E^’, 
comme E^ClfaiE), il existe donc un nombre Xo de E tel que 
= faiXo)^ ce qui entraîne d’après (62) la relation e Na, con- 
traire à (63). 
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II est ainsi démontré que l’on a £■„ — /«(f) ^ 0 pour a < £2. 
L’ensemble E satisfait donc aux conditions de la proposition Cji, 
de sorte que l’implication H C,i se trouve établie. 

Il est à remarquer que la proposition cesse d’être vraie 
(si l’on admet l’hypothèse H) pour les familles 0, même dénom- 
brables, de fonctions quelconques d’une variable réelle et même 
dans le cas où la famille F est formée d’un seul ensemble 6 de 
tous les nombres réels. C’est une conséquence immédiate de la 
proposition (Chap. I, p. 12). 

La famille de toutes les fonctions de Baire d’une variable 
réelle ayant la puissance du continu et toute fonction de Baire 
étant mesurable, on déduit tout de suite de la proposition cette 

Proposition ^72* F étant une famille de puissance 2 ^» d’en- 
sembles linéaires de puissance 2**», il existe un ensemble linéaire E 
de puissance 2^*» tel que pour toute fonction de Baire tp (x) d’une 
variable réelle l’ensemble 9 (E) ne contient aucun ensemble de la 
famille F. 

La proposition €-,2 peut être aussi exprimée comme il suit: 

Proposition €-^ 2 “- F étant une famille de puissance 2**» d’en- 
sembles linéaires de puissance 2 *^», il existe toujours un ensemble li- 
néaire E de puissance 2^^" dont les images obtenues par des fonctions de 
Baire définies dans E ne contiennent aucun ensemble de la famille F. 

En effet, soient F une famille donnée de puissance 2*^» d’en- 
sembles linéaires et E un ensemble linéaire satisfaisant à la pro- 
position C- 2 . Etant donnée une fonction de Baire f {x) définie 
dans £, il existe, comme on sait, une fonction de Baire 9 (a:) 
d’une variable réelle, telle que l’on ait ^ (x) — f (x) pour x e E. 
D’après la proposition Cj 2 il vient Q — f{E)^0 pour Q e. F. Or, 
on a évidemment 9 (£) = / (£), d’où Q — 9 (E) ^ 0 pour Q € £, 
ce qui prouve que l’ensemble E satisfait à la proposition Cj 2 ‘’. 

Il est à remarquer qu’un cas particulier très spécial de la 
proposition C; 2 ‘’ est donné par la proposition C 5 (voir Chap. II, 
p. 51). 
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Nous allons déduire une conséquence de la proposition C,2''- 
Soit Wj le plus petit nombre ordinal de puissance Kj. Considérons 
la suite transfinie du type W2 d’ensembles linéaires Ea («< ^2) 
définie par l’induction transfinie comme il suit. 

Soit El = C. Etant donné un nombre ordinal a compris entre 
1 et 'üj, soit la famille de tous les ensembles où ç < a. En 
vertu de l’hypothèse H la puissance a < Si de la famille est 
donc < 2 *^". En désignant par 0 ^ la famille de tous les en- 
sembles linéaires de puissance 2^« qui sont des images des en- 
sembles de données par fonctions de Baire, il vient aussi 
0(2 < 2*<«, puisque tout ensemble linéaire admet < 2*^« images par 
fonctions de Baire. En vertu de la proposition Ci2« il existe 
donc un ensemble linéaire Eg de puissance 2^» dont toutes les 
images par fonctions de Baire sont distinctes de tous les ensem- 
bles de la famille 0 g. La suite transfinie d’ensembles Eg (a < Wj) 
est ainsi définie. 

Or, nous allons montrer que des deux termes différents de 
cette suite aucun n’est une image par fonction de Baire d’aucun 
autre. 

En effet, soient a et P > a deux nombres ordinaux < 10,. 
Comme « < ?, on conclut aussitôt de la définition de l’ensemble 
que Eg n’est pas une image par fonction de Baire de 
D’autre part, E^ ne peut être une telle image de £■„, puisqu’on 
aurait dans ce cas E<^ç. 0 g, contrairement à la définition de E<^. 

On aboutit ainsi à la proposition suivante: 

Proposition C73. Il existe une famille F formée de K2 en- 
sembles linéaires de puissance 2^» et telle que des deux ensembles 
distincts quelconques de cette famille aucun ne s'obtient par une 
fonction de Baire comme une image de l'autre. 

On voit en outre qu’aucun ensemble linéaire de puissance 2 *^» 
n’est une image par fonction de Baire de deux ensembles distincts 
de la famille F. 
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M. A. Lindenbaum a déduit récemment de l’hypothèse H 
le théorème suivant ^): 

Etant donnée une famille quelconque F de puissance 2^» de fon- 
ctions d’une variable réelle, il existe 2^*^° ensembles linéaires de puis- 
sance 2*<« dont aucun ne s’obtient comme image d’aucun autre par 
aucune fonction appartenant à la famille F. 

0 étant une famille quelconque d’ensembles linéaires, dési- 
gnons par *F {0) la famille de toutes les images des ensembles de 
la famille 0 qui s’en obtiennent par des fonctions de Baire. La 
famille W (0) jouit évidemment de la propriété suivante: toute 
image par fonction de Baire d’un ensemble de la famille W (0) 
appartient encore è cette famille. Le famille W {0) constitue donc 
un invariant envers les transformations par fonctions de Baire. 

Or, considérons une famille d’ensembles F satisfaisant à la 
proposition C-j. Soient 0, et 0^ deux sous-familles de F et ad- 
mettons que 01 7 ^ 03 . Il existe par conséquent un ensemble EzF 
qui appartient à l’une des familles 0i et 02 , sans appartenir 
à l’autre. Soit donc E ç. 0^ et Enon-e.0i. En vertu de la pro- 
position ^3 la première de ces relations donne aussitôt Ee. *F{0^ 
et la deuxième E non-z 'F (02). 

L’inégalité 0i ^ 02 entraîne donc l’inégalité F (0i) ^(02), 

de sorte que les familles W (0) qui viennent correspondre aux 
différentes sous-familles 0 de f sont différentes elles-mêmes. Com- 
me F =1^2^ leur ensemble est de la puissance 2*<». Comme chaque 
famille W (0) est un invariant des transformations par fonctions 
de Baire, on arrive à cette 

Proposition C^. Il existe une classe de puissance 2*** formée 
de familles différentes d'ensembles linéaires et dont chacune est 
invariante envers les transformations par fonctions de Baire. 


*) à paraître dans Fund. Math, XXII, 1934. 
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Il est à remarquer qu’en admettant au lieu de H l’hypothèse 
(peut-être plus forte) que = Kj» on tirs d® Cu aussitôt la pro- 
position suivante: 

La classe de toutes les familles d’ensembles linéaires, invariantes 
envers les transformations par fonctions de Baire, est de la puis- 

sance 2“^ 0- 

§ 7 . Ensemble ordonné universel. Conséquences C75 et de H. 

Lemme 1. Soit U l’ensemble de toutes les suites transfinies 
A du type IJ 

(54) a„ a„ ... , a^, a ^^^, ... , a^, ... (j < Q) 

ayant pour éléments les nombres 0 o« 1 et telles qu'il existe un 
X < £î pour lequel on ait = 1 = 0, si ç > X. Supposons l'en- 

semble U ordonné selon le principe de premières différences. 

Dans ces hypothèses, il existe pour chaque suite infinie A^, A 2 , ... 
d’éléments de U deux éléments B et C de U tels que l'on a B An<i,C 
pour n == 1, 2 , ... 

Démonstration. Soit /In = Si pour « = 1,2,3,... 
Comme An e U pour « = 1, 2, 3, ... , il existe selon la définition 
de U pour tout n naturel un indice X„ < tel que l’on ait 
et = 0, si X„ < £ < Considérons un nombre ordinal X < Q tel 
que X > X„ pour n = 1, 2, 3, ... Un tel nombre X existe, puisqu’on 
a X„ < pour « = 1, 2, 3, ... Posons 

= 0 pour 4 7^ X et bx = 
c^ = 1 pour 4 <! X et c^ — 0 pour 4 > X. 

Soient B = et C = Etant donné un n naturel 

quelconque, nous aurons évidemment = 0 < ûç pour 4 < X et 
= 0 < 1 = ax„, puisque X„ < X. Il en résulte que B <i An. 
D’autre part < 1 = Cç pour 5 < X et a" = 0 < 1 = Cx- U en 
résulte que A» < C, c. q. f. d. 


') Voir A. T ar ski, fund. AlatA. XVI. 
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Lemme 2. Dans les mêmes hypothèses, étant données deux 
suites infinies Ai, A^, ^43, ... et Bi, B ^, ... d'éléments de U telles 
que l'on ait Ak <! Bi pour k et l naturels, il existe toujours un élé- 
ment C de U tel que < C <; pour « = 1, 2, 3, ... 

Démonstration. Soit An — {a\)^^Q et pour 

n = \,2, 3, ... Nous définirons une suite transfinie auxiliaire 
comme il suit. Posons «1 = 1, s’il existe un n naturel tel que 
a" = 1, et «I = 0, si l’on a a" = 0 pour n = 1, 2, 3, ... Etant donné 
un nombre ordinal ^ compris entre 1 et tî, posons = 1, s’il 
existe un n naturel tel que l’on ait a” = u^^ pour ■») < 4 et si = 1; 
enfin, nous poserons = 0 dans le cas contraire. 

La suite est ainsi définie par l’induction transfinie. 

Elle n’appartient pas nécessairement à U, mais toutes les suites 
An {n = 1, 2, 3, ...) appartenant à U, on voit sans peine (d’après la 
définition de U) qu’il existe un indice X < Q tel que l’on ait u^=0 
pour X < $ < 12. 

En effet, comme A,, e (J, il existe pour tout n naturel un nom- 
bre ordinal X„ < t2 tel que a\ = 0 pour X„ < | < t2. Or, il existe 
un nombre ordinal X < t2 tel que X > X^ pour « = 1,2, 3, ... et il 
est évident que l’on a = 0 pour X < 4 < et n = 1, 2, 3, ... , d’où 
«1 = 0 pour X < 4 < t2. De même, comme BnZ U pour « = 1, 2, 3, ... , 
on voit sans peine qu’il existe un indice (a < 12 tel que l’on ait 
b\ = 0 pour jj. < S < 12 et « = 1, 2, 3, ... Nous pouvons admettre 
toujours que [x > X. 

Posons maintenant — u^ pour S i»- et Cjj, = 1; comme «^=0 
pour X < ^ < 12 et comme [x < X, on a = 0 pour (x < j < 12 et on 
voit que la suite transfinie C = appartient à U. Reste 

à montrer que A„ C Bn pour « = 1, 2, 3, ... 

Soit à ce but n un nombre naturel donné. 

Dans le cas où i4„ il existe un plus petit nombre 

ordinal y ^ tel que oÇ 7^ u^. On a donc = «^ pour 4 < r. Il 
en résulte tout de suite, en tenant compte de la définition du 
nombre u^ et de l’inégalité «" 7A que a" = 0 et u^ = 1 (puisqu’on 
supposant que «" = 1, on aurait u^ — 1, donc a" = u^). Vu la défi- 
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nition de la suite C, on trouve donc a\ = pour j < y et ûÇ <c^ 
(puisque l’inégalité Y i^. entraînerait — u^> a" et y = t»- don- 
nerait a" = 0 < 1 = Cy). Par conséquent A„ << C. Dans le cas où 
A„ = on a selon la définition de la suite C l’égalité 

pour 4 < [J. et = «|j, = 0 < CjjL = Ij d’où encore A» C. 

Or, si n est un nombre naturel, on ne peut pas avoir Bn = C, 
puisque ù" = 0 et Cj,. = 1. Admettons donc que l’on a B,, C pour 
un indice n: il existe par conséquent un nombre ordinal y < tel 
que pour b" = 0 et = 1; il en résulte que Y 

puisqu’on a cç = 0 pour jx < 4 < 12, donc (d’après la définition de la 
suite C) que b^ = pour % < Y- 

Si Y < on a b1^ = = Kç pour ^ < y et = 1. Vu la 

définition du nombre m^, il existe donc un indice m tel que 
pour 4 < Y et = 1. Par conséquent û” = C| = b'^ pour S < y et 
a” = 1 > 0 = ù", d’où Bn <î Am, contrairement à l’hypothèse. 

On 'a donc y = 1^^- Comme B„ c U, il existe par conséquent 
un indice o.< 12 tel que ^5 = 1 et = 0 pour ô < j < 12. Comme 
= 0 pour [x <; I < 12, il vient S < [x. 

On a donc b^ = = pour 4 < y = et «g = = 1. Vu la 

définition du nombre «g, il existe en conséquence un indice k tel 
que a\ — pour 4 < 0 et ûg = 1. Comme ô < [x, on obtient donc 
a\ — b\ pour 4 < ô, al — 1 = bl et >- 0 = b'^ pour ô < | < 12, 
contrairement à la relation Ak <1 Bn. 

Notre hypothèse qu’on ait B„ <t,C pour un indice n est donc 
impossible. On a par suite C<;S„ pour /? = 1, 2, 3, ... , c. q. f. d. 

Théorème 7. Il existe un ensemble ordonné U de puissance 
du continu et tel que tout ensemble ordonné de puissance Sj est 
semblable (au sens d'ordre) à un sous-ensemble de U. 

Démonstration. Soit U l’ensemble ordonné de suites, 

défini dans l’énoncé du lemme 1, p. 141. Etant donné un nombre 

ordinal quelconque 4 < 12, désignons par le sous-ensemble de U 

formé de toutes les suites (54) de U pour lesquelles on a a^ = 0, 

lorsque 4 < tj < 12. On voit sans peine que U — 2^ et que Ü% 2**» 

^ Ç<Si 

pour $ < 12. Par conséquent t/ • 2**» = 2^«. 
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D’autre part, on voit sans peine que U ^2^-, puisque toutes 
les suites (54) dans lesquelles (« = 1, 2, 3, ...) est une suite infinie 
quelconque formée de nombres 0 ou 1, tandis que «„, = 1 et a^ — 0 
pour (U < J < Q, appartiennent évidemment à U. On a ainsi U = 2^°. 

Ceci établi, soient 

(55) /?„ Pi, Pi , ... , A,„ p^^„ ... , Pi ^, ... (i < iî) 
un ensemble ordonné quelconque de puissance Ki et 

(56) A^, Ai, Ai , ... , ^(u, ••• » ••• 

une suite transfinie formée de tous les éléments de U. 

Posons f(Pi) = .i4| et, étant donné un nombre ordinal « com- 
pris entre 1 et ti, définissons fiPa), comme le premier terme de 
la suite (56) qui, pour tout indice 4 < a, a les mêmes relations d’or- 
dre dans U par rapport à f (p^) que par rapport à On 
conclut aussitôt des lemmes 1 et 2 qu’un tel élément / (/7„) existe 
toujours dans la suite (56). Or, on voit sans peine que le sous- 
-ensemble de U formé de tous les éléments de la suite {f{p^)i^<ii 
ainsi définie est semblable à l’ensemble ordonné (55), c. q. f. d. 

Proposition C; 5 . IL existe un ensemble ordonné U de puis- 
sance 2t<» tel que tout ensemble ordonné de puissance 2^» est sem- 
blable à un sous-en 'Semble de U ^). 

L’implication H -* C-^ est une conséquence immédiate du théo- 
rème 7, qui vient d’être établi. 

Considérons à présent l’ensemble c5 de toutes les suites infi- 
nies de nombres naturels et supposons-le ordonné de façon que 
deux suites A = {a*} et fl = soient en relation A<t,B, lorsqu’il 
existe un i naturel tel que l’on ait a* < bk pour tout k > i. 

Théorème 8. Etant donnée une suite infinie de suites des nom- 
bres naturels A^'^^ = A^"^^ — {a^^^}, ... , A^‘^ = {Ok^}, ... , il existe une 


W. Sierpin ski, Fund. Math. XVIII, p. 280; cf. aussi F. H a u s d o r f f, 
Grundzüge der Mengenlehre, Leipzig 1914, p. 181 et 182. 
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suite infinie de nombres naturels B — {b/,) telle que l'on a <| B 
pour tout i— 1, 2, ... 

Démonstration. Il suffit de poser pour tout A: = 1, 2, ... 
bn = + ... + + 1, 

pour avoir bk > a*^ à partir de A: >- /, où i est un nombre naturel 
arbitrairement donné à l’avance. Par conséquent A^‘'> <; B pour 
i = 1, 2, ... , c. q. f. d. 

Proposition C76. En convenant pour deux suites infinies de 
nombres naturels A = {a*} et B {bk) d’écrire A <t,B, lorsqu’il exi- 
ste un i naturel tel que Uk < bk pour k > i, l’ensemble c5 de toutes 
les suites infinies de nombres naturels contient un ensemble S de 
suites, bien ordonné d'après la relation <; et ayant la propriété 
suivante: étant donnée une suite infinie quelconque A (appartenant 
ou non à S) de nombres naturels, il se trouve dans S une suite B 
telle que A <{ B. 

Démonstration. Admettons l’hypothèse H. L’ensemble 5 
de toutes les suites infinies de nombres naturels ayant la puis- 
sance 2>*«, donc Si d’après H, il existe une suite transfinie du type fl 

(54) i4i, A2, A3, ... , A^, ... , ... (5 ■< fl) 

formée de toutes les suites distinctes de J. 

Nous définirons par l’induction une suite transfinie de nom- 
bres ordinaux < fl (où 4 < fl) comme il suit. 

Posons «1 = 1. Etant donné un nombre ordinal y tel que 
1 < Y < fl, l’ensemble de tous les nombres ordinaux où 4 < y 
est donc au plus dénombrable. Il existe alors, comme on sait, des 
nombres ordinaux X tels que l’on ait y < X < fl et < X pour 
tout 4 < Y- Soit X.^ le plus petit parmi les nombres de ce genre. 
D’autre part, l’ensemble de toutes les suites A^ où 4 < X.^, étant 
au plus dénombrable (puisque X.^ < fl), il existe en vertu du théo- 
rème 8 une suite B eé telle que l’on ait A^<i,B pour tout 4 < X.^. 
C’est le premier indice avec lequel un tel B figure parmi les ter- 
mes de la suite transfinie (54) qui est à désigner par a.^ 


W. Sierpiâski, Hypothèse du continu. 
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La suite transfinie de nombres ordinaux ($ < tî) est ainsi 
définie par l’induction transfinie et on a cj pour $ < y < 

Or, soit 5 l’ensemble de toutes les suites où E < tî. L’en- 

semble 5 est donc de puissance Si et par suite (en vertu de l’hy- 
pothèse H) de puissance 2*^«. En même temps, il est bien ordonné 
selon la relation <;. Enfin, étant donnée une suite infinie quel- 
conque A de nombres naturels, donc un terme A = A^ de la suite 
transfinie (54), il vient y < ^ “ï -^Y ^ A B 

où B — A^, appartient par définition à l’ensemble S. Cet ensem- 

Y 

ble satisfait donc à la proposition Cj^, c. q. f. d. 

il est à remarquer qu’en s’appuyant sur le théorème 8, on 
peut établir, sans faire appel à l’hypothèse H, l’existence d’un 
ensemble indénombrable 5 (de puissance Si) de suites infinies de 
nombres naturels, bien ordonné d’après la relation << ^), Si l’on en- 
visage les suites de cet ensemble comme points de l’espace (to- 
pologique métrisable) à 0 dimensions de Baire, l’espace S jouit de 
la propriété X % dont il a été question au Chap. III, § 3, p. 94. 

§ 8. Complémentaires d’ensembles analytiques. Conséquences 
C 77 et CjR de l’hypothèse H. 

Proposition C^. 0 étant une famille quelconque de puissance 

du continu d'ensembles indénombrables (formés d'éléments arbitraires), 
il existe dans chaque ensemble indénombrable N un sous-ensemble 
Indénombrable qui ne. contient aucun ensemble de la famille 0. 

Démonstration. Il existe en vertu de l’hypothèse H une 
suite transfinie ij du type ti formée de tous les ensembles 

de la famille 0. Or, l’ensemble N étant indénombrable, il existe 
une suite transfinie , 0 du type 8 dont les termes sont des 
éléments distincts de l’ensemble N. 


Ce résultat est dû à M. G. H. H a r d y (voir A. Schoenflies, 
Entwickelung der Mengenlehre, Erste Hâlfte, Leipzig 1913, p. 221). 

2) Voir N. Lusin, Fund. Math. II, p. 155 et C. Kuratowski, Fund. 
Math. XXI, p. 127—128. 
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Nous allons définir par induction deux suites transfiiiies: une 
suite où c pour 4 < fl, et une suite où Sç c N. 

Soient à ce but un élément quelconque de et Sj le 
premier terme de la suite qui est distinct de r^. Etant 

donné un nombre ordinal a compris entre 1 et fl, nous définirons 
comme un élément de qui est distinct de tous les éléments 
où 4 < a (un tel élément /■„ existe dans puisque l’ensemble 
est indénombrable, tandis que l’ensemble de tous les éléments 
où ^ < a < fl est au plus dénombrable) et nous désignerons par 5^ 
le premier terme de la suite qui est distinct de tous les 

éléments où 4 <; a. 

Or, nous allons montrer que l’ensemble N^, de tous les ter- 
mes de la suite transfinie satisfait à la proposition C--. 

En effet, étant donné un nombre ordinal quelconque ). < fl, 
la définition de l’élément r,^ implique que /•>, ^ où I < X et la 
définition des éléments entraîne que s» ^ pour X <; a. On 
a donc 5^ pour 4 < fl, d’où non~€ N^. D’autre part, r-,^ c E^ 
et par conséquent E^ — 0. Le nombre ordinal X < fl étant 

arbitraire, on conclut que l’ensemble No ne contient aucun en- 
semble El où X < fl, donc aucun ensemble de la famille 0, 
c. q. f. d. 

L’implication H est ainsi démontrée. 

La famille de tous les complémentaires analytiques linéaires 
indénombrables étant, comme on sait, de puissance du continu, la 
proposition entraîne immédiatement la conséquence suivante: 

Proposition C,8. Tout ensemble linéaire Indénombrable admet 
un sous-ensemble indénombrable qui ne contient aucun complémen- 
taire analytique indénombrable. 

Il est à remarquer que sans faire usage de l’hypothèse H, 
on montre facilement que tout ensemble linéaire indénombrable 
admet un sous-ensemble indénombrable qui ne contient aucun ensem- 
ble analytique indénombrable. 
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Cependant, sans l’aide de l’hypothèse H, je ne sais pas éta- 
blir non seulement la proposition mais même la proposition 
selon laquelle tout complémentaire analytique linéaire indénom- 
brable contiendrait un sous-ensemble qui ne soit pas un complé- 
mentaire analytique (problème de M. N. L u s i n). 

§ 9. Propriétés J et J^. Conséquence de l’hypothèse H, 

Nous dirons qu’un ensemble linéaire E jouit de la propriété J, 
si pour tout sous-ensemble indénombrable de f il existe dans E 
un ensemble parfait P ayant avec N une infinité indénombrable 
de points communs. Lorsque des pareils ensembles parfaits P exis- 
tent dans E pour tout sous-ensemble N de E de puissance du con- 
tinu, nous dirons que E jouit de la propriété Je. Si l’on admet 
l’hypothèse H, les deux propriétés en question sont donc équiva- 
lentes. 

Théorème 9. La condition nécessaire et suffisante pour qu’un 
ensemble linéaire jouisse de la propriété Je est qu'il soit une somme 
de moins que ensembles fermés '). 

Démonstration. La condition est nécessaire. Soit, 
en effet, E un ensemble linéaire qui n’est pas une somme de moins 
que ensembles fermés. La famille de tous les ensembles fer- 
més contenus dans E est évidemment de puissance 2**". Soit tp le 
plus petit nombre ordinal de puissance 2**»: il existe donc une suite 
transfinie du type cp 

Fl, Fj, F3, ... , F^, F,„^.„ ... , F^, ... (4 < cp) 

formée de tous les sous-ensembles fermés de E. 

Parmi les ensembles 

(55) F„ — ^ Ft où ex < cp 

%<o. 

il y a une infinité de puissance 2^- qui sont non vides, puisque 
dans le cas contraire on aurait pour un < cp 


Voir W. Sierpiôski, Ann, Soc, Polonaise de Math,y\ll (1929), p. 323. 
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~ ^ = 0 pour tout a > [X, 

ç<“ 

ce qui donne, comme on voit sans peine, 

E = SF. = S{F,-SF,\=IIF,-ZFi\ =S F. 

a<tp a<(p \ çc^a / a<(JL \ ç< a / a*' [x 

et comme [<-<?, l’ensemble B serait une somme de [x < 2**" en- 
sembles fermés, contrairement à l’hypothèse. 

Or, considérons un élément dans chacun des ensembles (55) 
qui n’est pas vide. Nous obtenons ainsi un ensemble At de puis- 
sance 2**». On voit sans peine que pour a < tp l’ensemble est 
de puissance a < 2*«. L’ensemble N admettrait donc avec tout 
sous-ensemble fermé de E moins que 2*^» points communs. Par 
conséquent, l’ensemble E ne jouirait pas de la propriété Je 

La condition est suffisante. Soit, en effet, E un ensem- 
ble linéaire qui est la somme de moins que 2*^» ensembles fermés: 

(56) E = ZFi où 

^:|x 

Soit N un sous-ensemble de E de puissance du continu. Il 
existe donc dans la série (56) un terme tel que l’ensemble NF^ 
est indénombrable, puisque dans le cas contraire N = NE serait, 
contrairement à l’hypothèse, de puissance < Ko H- < 2^«. 

Or, l’ensemble fermé étant indénombrable, on a F^—D(.+Pi, 
où Dç est un ensemble au plus dénombrable et un ensemble 
parfait. Comme NF^ = + A/P(^, où l’ensemble NF^ est non dé- 

nombrable, il en est de même de l’ensemble NP^. D’autre part, 
est un sous-ensemble parfait de Pç, donc, d’après (56), de E. 
Ainsi, pour tout sous-ensemble A/ de £ de puissance 2*<«, il existe 
dans E un ensemble parfait P admettant avec N une infinité non 
dénombrable de points communs. L’ensemble E jouit donc de la 
propriété Je, c. q. f. d. 

Proposition C79. La condition nécessaire et suffisante pour 
qu'un ensemble linéaire jouisse de la propriété J est qu'il soit un F^ 0 - 


•) Voir W. Hurewicz, Fand. Math. XII, p. 106. 
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L’implication H ^ résulte du théorème 9 en vertu de la 
définition des propriétés J et Je. 

Il est à remarquer que sans faire appel à l’hypothèse H on 
peut établir l’existence d’ensembles linéaires qui ne jouissent pas 
de la propriété Je. Tels sont p. ex. les ensembles de puissance 2*^'’ 
qui ne contiennent aucun ensemble parfait. 

Or, nous ne savons pas démontrer sans l’hypothèse H que 
l’ensemble )l de tous les nombres irrationnels est dépourvu de la 
propriété J^, tandis que cela résulte aussitôt de la conséquence 
de H, puisque l’ensemble 11 n’est pas un F^. 

Sans employer l’hypothèse H, on peut démontrer aussi qu’aucun 
ensemble linéaire qui est un complémentaire analytique non mesu- 
rable (fl) ne jouit pas de la propriété J. Cependant, on ne sait 
pas démontrer sans l’hypothèse H qu’il existe des ensembles (liné- 
aires) analytiques ne jouissant pas de la propriété J. 

§ 10. Types de dimensions de M. Fré’chet. Conséquence Cf^ ûe H. 

Désignons d’une façon générale par dX le type de dimensions 
(au sens de M. Fréchet) de l’ensemble X^). 

Théorème 10. Etant donné an ensemble linéaire E de puis- 
sance du continu, il existe toujours un ensemble Q de puissance du 
continu tel que dQ< dE. 

Démonstration. Soient E un ensemble linéaire de puis- 
sance du continu et 0 la famille de tous les sous-ensembles de E 
qui sont homéomorphes à E. On voit sans peine que la famille 0 
est de la puissance 2^« et que les ensembles formant 0 ont 
chacun la puissance 2^». D’après le théorème 1, p. 113 il existe donc 
deux sous-ensembles disjoints Q et Qi de E dont chacun admet 
au moins un point commun avec tout ensemble de la famille 0. 

Comme Q (Z E, il vient dQ dE. Or, si on avait dQ = dE, 
l’ensemble Q contiendrait un ensemble homéomorphe à E. 


') Cf. plus haut Chap. III, § 4, p. 99. 
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Proposition C^o- 

Comme d Q C l’ensemble serait donc en vertu de la défi- 
nition de la famille 0 un ensemble de cette famille et on aurait 
par conséquent Qi 7^0. Mais. c’est impossible, puisque Ei(2Q 
et QQi = 0. 

Ainsi l’égalité dQ = dE implique contradiction. Par consé- 
quent dQ< dE, c. q. f. d. 

Proposition Parmi les types de dimensions de M. F ré- 

cite t d'ensembles linéaires indénombrables il n’y a aucun qui soit 
le plus petit ^). 

L’implication H C^o est une conséquence immédiate du théo- 
rème 10. 


') Voir C. Kuratowski et W. Sierpinski, Fiind. Math. VIII, 


p. 200. 
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Hypothèse des alephs inaccessibles. 

Un aleph X» est dit inaccessible^ s’il est régulier, c. à d. qu’il 
n’est pas une somme de moins que X^ nombres cardinaux dont 
chacun est < X^, et si, en même temps, son indice a est un nombre 
ordinal de deuxième espèce (nombre-limite). On ignore s’il existe 
des alephs inaccessibles ^); en tout cas il résulte de l’hypothèse H 
que l’on a la proposition suivante: 

Proposition Il n'existe aucun aleph inaccessible qui ne 
dépasse 

La proposition est d’ailleurs une conséquence des hypo- 
thèses moins restrictives que l’hypothèse H: elle résulte p. ex. de 
l’hypothèse < X^,. 

En effet, distinguons deux cas: 

1» < Xy. Dans ce cas X^ < 2*^' entraîne X^ < Xy, donc 

a < tî. Comme un nombre de seconde espèce, a est par conséquent 
confinai avec co, de sorte que X„ est une somme de X® nombres 
cardinaux dont chacun est inférieur à X„ et par suite X^ n’est pas 
un aleph inaccessible. 

2® 2^0 = Xy. Dans ce cas X* < 2^« entraîne Xa on 

en conclut, comme dans le cas 1®, que X^ n’est pas un aleph inac- 


‘) Cf. F. H a U 8 d O r f f, Grundzüge der Mengenlehre, Leipzig 1914; p. 131, 
W. Sierpiûski, Leçons sur les nombres transfinis, Paris 1928, p. 226; cf. aussi 
W. Sierpiïiski et A. Tarski, Fund. Math. XV, p. 292. 
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cessible. Or, si = 2^, on a = Ko = S. et K„ est une 

|<S.' ^ 

somme de Ki, donc de moins que K*, nombres cardinaux inférieurs 
à Ka, ce qui prouve que K^ n’est pas un aleph inaccessible. 

On démontre que la condition nécessaire (mais non suf- 
fisante) pour que K» soit un aleph inaccessible est qu’on ait a = 
où <*)„ désigne le plus petit nombre ordinal de puissance K^ ^). 

On en conclut sans peine que la proposition Cgj résulte de 
l’hypothèse 2^” <; K„,^ et aussi de l’hypothèse que 2*^» -< K^,^ où 

S 

^ = O) + (o„, + 4- ... étant le plus petit nombre ordinal satisfaisant 

à l’équation ^ = a).). Si la proposition Cgi était fausse, la puis- 
sance du continu occuperait donc dans l’échelle des alephs un 
rang si élevé qu’il est difficile de s’en faire une idée. 

Or, l’hypothèse Cgi permet de déduire plusieurs propositions 
importantes qu’on ne savait démontrer auparavant qu’à l’aide de 
l’hypothèse H. Nous en donnerons ici quelques exemples. 

Lemme 1 (de M. S. U 1 a m ^)). T étant un ensemble de puis- 
sance Ka_f.i (où a est un nombre ordinal donné 0), il existe un 
système d’ensembles CI 7, où 4 < % et iri<t»a4i, tel que: 

1“ = 0 pour $ < (û^ et v) < ^ < 

2« = 0 pour 4<:<ü>„ et vj < a)„^„ 

3" l’ensemble est de puissance <Ko, pour 7i< <0^4.1 

Démonstration. L’ensemble T étant de puissance Ka4.i , 
nous pouvons regarder ses éléments comme termes d’une suite 
transfinie pi où w„_|_i. 

Soit X un nombre ordinal tel que % < X < w„4.i. L’ensemble 
de tous les nombres ordinaux < X est de puissance K^ et nous 
pouvons les supposer rangés en une suite transfinie du type 
soit {cpç} où 4 < a)„. 


*) Voir p. ex. mon livre précité, p. 226. 
») Fund. Math. XVI, p. 142-143. 
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Désignons pour $ < et ^ par l’ensemble de 

tous les éléments p\ où = Yj. Si pi e A^, on a donc ^ 

et 9^ = d’où vj = Or, si p)^ € A^ A"^, on a =• vj et 9^ = vj, 

donc tp^ = 9^, ce qui donne 4 = en vertu de la définition de la 

suite 9^'. Le système d’ensembles {A^^( jouit donc des propriétés 
1“ et 2“. 

Etant donné maintenant un nombre ordinal yj < o^a+i, consi- 
dérons un nombre ordinal X tel que <»„ < X < et X > yj. D’après 
la définition de la suite {9^} où | < il existe un nombre ordi- 
nal 4 < % tel que 9^ = yj. D’après la définition de l’ensemble Al 

on a par conséquent /?), c A}, d’où px ^ ^ POur les indices X qui 

■'i i,- i»a ^ 

satisfont aux inégalités to^ < X < et X < /j. Il en résulte que la 
puissance de l’ensemble T—^ A^ est -q < (puisque 

La propriété 3” du système d’ensembles {A^^ est donc aussi ré- 
alisée, c. q. f. d. 

Ceci établi, envisageons la propriété suivante d’un ensemble 
infini Q formé d’éléments quelconques: 

Propriété U. Etant donnée une famille arbitraire 0 de sous- 
-ensembles de Q, assujettie à la condition: 

(J) toute famille de sous~ensembles disjoints (non vides) de Q 
qui appartiennent à 0 est au plus dénombrable, 
il existe une suite infinie Ey, £2, fj, ... de sous-ensembles de Q n'ap- 

00 

partenant pas à la famille 0 et tels que l'ensemble Q — ^ En est 
au plus dénombrable *). 

Lemme 2. Si tout ensemble Q de puissance où a > 0 jouit 
de la propriété U, il en est autant de tout ensemble Q de puis- 
sance »«+!• 


') En admettant l’hypothèse H. nous avons démontré la propriété ü 
pour tout ensemble Q de nombres réels (voir Chap. IV, § 2, p. 106, propo- 
sition C 52 ). 
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Démonstration. A dmettons que la propriété U se pré- 
sente pour tout ensemble de puissance et considérons un en- 
semble Q de puissance Sa 4 . 1 . Soit 0 une famille de sous-ensembles 
de Q assujettie à la condition (J). Soit {A^ le système d’ensem- 
bles satisfaisant aux conditions 1 " — 3® du lemme 1 . 

Nous allons établir d’abord l’existence d’un indice ^ 
tel qu’aucun ensemble où S n’appartient à 0. En effet, 

supposons qu’il n’en est pas ainsi: il existe alors pour tout indice 
7 j < ü)„ 4 _, un indice < “a t®! Que l’ensemble appartient à 0 . 
Or, l’ensemble de tous les indices t] < Wa+i étant de puissance Xa^-i 
et celui de tous les indices étant de puissance < Ka, on 

voit sans peine qu’il existe un indice ç < «« tel que 4 .^ = 4 pour 
une infinité non dénombrable d’indices différents y/ < (puis- 
que Ko Ka = Ka). Or, c’est impossible, les ensembles = 

étant disjoints (pour des valeurs distinctes de t/) et appartenant à 0 . 

Posons 

( 1 ) r=q-i:ai. 

I<u>a 

En vertu de la condition 3" du lemme 1, c’est un ensemble 
de puissance < Sa. Soit Q, l’ensemble dont les éléments sont les 
ensembles où 4 < les ensembles formés d’un seul élément 

(quelconque) de R. L’ensemble Qi est évidemment de puissance Sa 
(comme somme d’un ensemble de puissance < Sa et d’un ensemble 
de puissance -Sa) et ses éléments sont des sous-ensembles dis- 
joints de Q. 

Etant donné un sous-ensemble quelconque E de Qi, désignons 
d’une façon générale par Se la somme de tous les sous-ensembles 
de Q qui sont des éléments de E; d’après ( 1 ) et selon la définition 
de l’ensemble Qi il vient alors: 

(2) Q = 5ç.. 

Convenons de ranger un sous-ensemble E de Qi dans la fa- 
mille 01 , lorsque l’ensemble Se {(Z Q) appartient à la famille 0 et 
seulement dans ce cas. On voit sans peine que toute famille 
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d’ensembles disjoints et appartenant à 0^ est au plus dénombrable, 
puisque si E' et E” sont deux ensembles disjoints appartenant à 
01 , les ensembles Se' et Se" sont des sous-ensembles disjoints 
de Q appartenant à 0 et toute famille d’ensembles disjoints de la 
famille 0 est au plus dénombrable par hypothèse. 

Or, la propriété U étant admise pour tous les ensembles de 
la puissance et Qi étant de puissance X^, on en conclut qu’il 
existe une suite infinie E^, E^, E^, ... d’ensembles n’appartenant 
pas à 01 et tels que l’ensemble 

(3) /?, = Ql-5fn 

«=1 

est au plus dénombrable. Il en résulte tout de suite que l’on a 

oo 

Sq^ = 5 /?^ + ^ 

n=\ 

d’où selon (2): 

(4) Q = 5/?. + Z 

/î=l 

Or, l’ensemble (3) est au plus dénombrable et les éléments 
du sous-ensemble Ri de Qi sont soit des ensembles A\ qui n’apar- 
tiennent pas à la famille 0, soit des ensembles formés d’un seul 
élément de Q. Donc 

(5) 5/?. = D + //i + //j "t" ••• > 

où D est un ensemble au plus dénombrable d’éléments de Q et 
//i -|- 7^2 -f //g -(- ... est une série finie ou dénombrable d’ensembles 
n’appartenant pas à 0. On tire de (4) et (5): 

OO 

( 6 ) Q — D A- ^ Se„ -+■ ^1 + + ••• 

«=i 

Les ensembles E„ (n = 1, 2, 3, ...) n’appartenant pas à 0i, les 
ensembles Se„ n’appartiennent pas à 0. La formule (6) prouve 
donc que Q est une somme d’un ensemble au plus dénombrable 
et d’une infinité dénombrable d’ensembles n’appartenant pas à 0. 
Ainsi l’ensemble Q jouit de la propriété U, c. q. f. d. 
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Lemme 3. Si Sa est un aleph accessible et si tous les ensem- 
bles Q de puissance < jouissent de la propriété ü, U en est en- 
core de même pour les ensembles de puissance S^. 

Démonstration. En vertu du lemme 2, nous pouvons sup- 
poser que l’indice a est un nombre ordinal de seconde espèce. 
L’aleph n’étant pas inaccessible, on a 

K = oà pour et J<K- 

Admettons que la propriété U se présente pour tout ensem- 
ble de puissance < K» et considérons un ensemble Q de puis- 
sance Sa. Nous pouvons poser, comme on voit sans peine: 

( 7 ) 

où et = 0 pour $ < ^ < p. 

Soit 01 une famille des sous-ensembles de Q assujettie à la 
propriété (//). Les ensembles (où $ < P) qui appartiennent à la 
famille 0^ sont donc en nombre fini ou en infinité dénombrable. 
Soit 7 |^, ... la suite de ces derniers. Les ensembles où 

4 < P et (pour /î = 1, 2, 3 , ...) n’appartiennent donc pas à la 

famille 0^; en conséquence leur ensemble est évidemment de 
puissance P — Xo = P < X^. 

Soit Qi l’ensemble (de puissance P) dont les éléments sont des 
ensembles 7 '^ où 4 < p et 4 (pour « = 1, 2, 3 , ...). 

Convenons de ranger un sous-ensemble E de Qi dans la fa- 
mille 0, si la somme Se de tous les sous-ensembles de Q qui 
sont des éléments de E appartient à 0^. Les éléments de Qi étant 
des sous-ensembles disjoints de Q, on voit sans peine (d’après l’hy- 
pothèse sur la famille 0) que toute famille de sous-ensembles dis- 
joints de Qi qui appartiennent à la famille 0 est au plus dénom- 
brable. Comme = P < X» et comme tous les ensembles de puis- 
sance < Xa jouissent par hypothèse de la propriété U, il existe une 
suite infinie E^, E^, £3, ... de sous-ensembles de Qi n’appartenant 
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pas à la famille 0 et tels que l’ensemble (3) est au plus dénom- 
brable. Comme plus haut, on trouve la formule Sq, = 5/?, -f ^ Se„. 

n—1 

Or, la définition de l’ensemble Qi entraîne selon (7) que 

OO 

Q = 

d’où par substitution 

( 8 ) q = se, + ^se„+î: 

nz=ii n~l 

Soit maintenant n un indice naturel quelconque. Comme 
^in C Qj toute famille de sous-ensembles disjoints de qui ap- 
partiennent à la famille 0^ est au plus dénombrable. Comme 
4 = < et comme les ensembles de puissance <X„ jouissent 

par hypothèse de la propriété U, il existe une suite infinie 
El, Ei, Es, ... de sous-ensembles (donc de sous-ensembles 
de Q) tels que l’ensemble 

(9) Hn = i El 

rt=l 

est au plus dénombrable. 

Comme El C on tire de (9) 

OO 

Tf =Hn-\- E El pour n = 1, 2, 3, ... 

k=i 

et la formule (8) donne 

Q=-SR, + ESE,+EHn + Ê lEl. 

n^l 

Oo 

L’ensemble E EIn étant au plus dénombrable et les en- 

«=i 

semblés El et Se„ (« et k naturels) n’appartenant pas à la famille 0, 
on en conclut que l’ensemble Q jouit de la propriété ü, c. q. f. d. 

La propriété U appartenant évidemment à tous les ensembles 
dénombrables, les lemmes 2 et 3 impliquent par l’induction trans- 
finie ce 



Proposition Csj. 


159 


Théorème *). S’il n'existe aucun aleph inaccessible <; m où 
ni > So> ensembles de puissance ni jouissent de la propriété U. 

Ainsi, pour le cas particulier où ni = 2 **°, la proposition 
entraîne aussitôt en vertu du théorème qui précède (et sans d’au- 
tres hypothèses) la proposition C52, p. 106 , donc aussi les proposi- 
tions qui sont des conséquences de C52 (voir Chap. IV, 

§ 3 ). La proposition ^33 constitue, comme il a été déjà observé 
p. 107 , la solution négative de l’ainsi dit problème généralisé de 
la mesure. Or, l’implication Cgi -> C52 ->• C55 nous permet, en outre, 
de déduire de l’hypothèse Cgi (sans aucune autre hypothèse) la 
proposition qui suit: 

Proposition 652 ^). Tout ensemble linéaire qui est de deuxième 
catégorie de Baire dans tout intervalle contient une infinité non 
dénombrable d'ensembles disjoints dont chaucun est de deuxième caté- 
gorie de Baire dans tout intervalle. 

Démonstration. En admettant la proposition C55, nous 
allons démontrer d’abord que, étant donné un ensemble linéaire M 
qui est de deuxième catégorie dans tout intervalle, il existe dans 
tout intervalle / un ensemble Q de deuxième catégorie contenu 
dans Ml et tel que M — Q est encore un ensemble de deuxième 
catégorie dans tout intervalle. 

En effet, l’ensemble Ml (en tant qu’un ensemble de deuxième 
catégorie) contient en vertu de la proposition C55 une infinité non 
dénombrable d’ensembles disjoints, dont chacun est de deuxième 
catégorie: soit 0 leurs famille. 

Considérons un ensemble £ e 0 . En tant qu’un ensemble de 
deuxième catégorie, l’ensemble E est, comme on sait, de deuxième 
catégorie en tout point d’un certain intervalle J aux extrémités 
rationnelles (et qui dépend de E). La famille de tous les inter- 
valles aux extrémités rationnelles étant dénombrable et la famille 0 


0 W. s i e r p i n s k i, Fund. Math. XX, p. 214. 

W. Sierpinski, Fund, Math. XXII, p. l. Cf. le problème de M. 
C. Kuratowski, Fund. Math. IV, p. 368, problème 21. 
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étant non dénombrable, il existe un intervalle 4 aux extrémités 
rationnelles tel qu’une infinité non dénombrable d’ensembles de la 
famille 0 sont de deuxième catégorie en tout point de io- Soient 
et £1 deux ensembles de ce genre. 

Posons Q = J(, Ef^\ nous aurons évidemment Qd I, puisque 
Eg d d L’ensemble Q est donc de deuxième catégorie et on a 
M-Q^(M-J,)+iMJo-Q) = (M- J,) + MM-E,)d(M -J ,) + ^ 1, 
puisque M — E^d) car £0 ®t £, sont disjoints. Vu la propriété 
de l’ensemble M (et £1 étant de deuxième catégorie en tout point 
de l’intervalle Tq), l’ensemble M — Q est donc de deuxième caté- 
gorie dans tout intervalle. 

Ceci établi, considérons un ensemble linéaire £ qui est de 
deuxième catégorie dans tout intervalle. Soit 

(10) /j, 4, ... , /«, ... 

une suite infinie formée de tous les intervalles aux extrémités 
rationnelles. 

Nous définirons par induction une suite infinie de sous-en- 
sembles disjoints de l’ensemble £ comme il suit. 

En posant M—E, il existe, d’après ce qui vient d’être démontré 
pour M, un ensemble de deuxième catégorie contenu dans £/i 
et tel que £ — Qi est un ensemble de deuxième catégorie dans 
tout intervalle. De même, étant donné un nombre naturel /i > 1 , 
admettons que £ — (Qi + Qj + .•• + Q«-i) est un ensemble de deu- 
xième catégorie dans tout intervalle. D’après ce qui a été établi 

n—] 

pour M, il existe (en posant M = E — ^ Qd un ensemble Q« de 

/=i 

deuxième catégorie contenu dans [£ — (Qi -f- Q2 -f ... -f Qn-i)] ^ et 
tel que l’ensemble 

[£ — (Ql -f- Q2 + ... + Qn— 1)] — Qn = E — (Qi -f- Q2 + ••• "l" Qn) 


est de deuxième catégorie dans tout intervalle. 

La suite infinie d’ensembles Qi, Qj, Q3, ... est ainsi définie 
par l’induction et ce sont évidemment des ensembles disjoints de 
deuxième catégorie. De plus, on a Qnd^nE pour « = 1 , 2 , 3 ,... 
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Or, en vertu de la proposition l’ensemble Qn contient une 
infinité non dénombrable d’ensembles disjoints de deuxième caté- 
gorie. Désignons en Sj ensembles par où j parcourt tous les 
nombres ordinaux < On a donc 

(11) Q\C.Qn(lIn E pour 4 < 11 et « = 1, 2, 3, ... 
et 

(12) Q;J = 0 pour 4<rj<ll et « = 1,2,3,... 

Posons pour tout nombre ordinal ^ 

(13) E^-^Z Ql 

n~\ 

L’ensemble Q\ étant de deuxième catégorie et, d’après (11), 
contenu dans /«, et la suite (10) étant formée de tous les inter- 
valles aux extrémités rationnelles, on conclut de (13) que Ten- 
semble est de deuxième catégorie dans tout intervalle, quel que 
soit le nombre ordinal ^ < 12. D’autre part, on a selon (11) et (13) 

Cl E pour 4 < 1^. Or, les ensembles Qi, Qg» ••• étant disjoints, 
il résulte de (11) que QI^ — 0 pour m ^ ^ < 1^ et r\< 12. 

Moyennant (12) la formule (13) donne donc 

E^E^^Q pour i<rj< IL 

Ainsi, les ensembles E^ Q < i^) sont disjoints, contenus dans E 
et chacun d’eux est de deuxième catégorie dans tout intervalle. 

L’implication (7^5 -> C ^2 par conséquent l’implication Cgi > C 82 
est donc démontrée, sans avoir recours à aucune autre hypothèse. 


W. SierpiAski, Hypothèse du continu. 
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Hypothèse du continu et les exemples effectifs. 

Les exemples d’ensembles dont nous ne savons pas démon- 
trer l’existence qu’en admettant l’hypothèse H sont, en général, 
non effectifs 0* Or, il y a des cas où nous savons définir effecti- 
vement des ensembles jouissant de certaines propriétés, mais seule- 
ment en admettant l’hypothèse H. Tel est p. ex. l’exemple effec- 
tif d’un ensemble ordonné de puissance > 2^», formé de fonctions 
d’une variable réelle. Voici comment on peut définir d’une ma- 
nière effective un tel ensemble, en admettant l’hypothèse H. 

Selon une idée de M. Lebesgue, on sait décomposer effec- 
tivement l’ensemble d' de tous les nombres réels en Kj ensembles 
disjoints non vides 

( 1 ) E = S £( ’). 

ï-i! 


La notion d* ef/edivi té — écrit M. C. K u r a t o w s k i {Topologie /, 
p. 109) — est de nature méta-mathématique: elle concerne le mode de démonstra- 
tion des théorèmes d’existence. On dit notamment qu’un théorème d’existence 
est démontré d’une façon effective, lorsqu’on a défini un individu a et on 
a démontré que a satisfait au théorème considéré. Cf. aussi à ce sujet: 
F. Bernstein, Leipz. Ber. 60 (1908) et Gôtling, Nachr. 1904, p. 558; W.Sier- 
p i h s k i, Fiind, Math, II, p. 112; B. Knaster et C. Kuratowski, Fund. 
Math, II, -p. 251 et A. Lindenbaum, Ann, Soc, Pol. Math. 10(1931), p. 118. 

2) H. Lebesgue, Joiirn. de Math. I, 1905, p. 213; voir aussi mon livre 
Leçons sur les nombres transfinis, Paris 1928, p. 209. 
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Soit 5 l’ensemble de toutes les suites transfinies du type Q 

ûj, Ü2, flj, ... , ûiu, ... > ... (4 

formées de nombres 0 et 1. L’ensemble 5 est évidemment de la 
puissance 2**'. Ordonnons le d’après le principe de premières dif- 
férences et, étant donnée une suite transfinie o = u appar- 
tenant à l’ensemble S, posons 

l-'li 

où désigne l’ensemble vide, si «4 = 0, et l’ensemble E^, 

si a^ = l. Les ensembles (4 < lî) étant non vides et disjoints, 
on voit sans peine que ^ Oj entraîne ^ X^^. 

Désignons maintenant par f^(x) la fonction caractéristique 
de l’ensemble X^. L’ensemble U de toutes les fonctions distinctes 
/g {x) correspondant aux suites transfinies distinctes a de S est 
donc de puissance 5 = 2^- et il devient ordonné, si l’on convient 
de poser /g^ <; /g^, lorsqu’on a Oj <; Oj dans S. Nous avons ainsi 
défini effectivement un ensemble ordonné U formé de 2><‘ fonctions 
(distinctes) d’une variable réelle. 

Or, si l’on admet l’hypothèse H, on a = 2^». Dans 

ce cas U est donc un ensemble ordonné de puissance > 2*^», formé 
de fonctions d’une variable réelle. Ainsi, en admettant l'hypothèse H 
on peut définir effectivement un ensemble ordonné de puissance > 2*<», 
formé de fonctions d'une variable réelle. 

Notons que l’ensemble U est effectivement défini (et or- 
donné) sans faire usage de l’hypothèse H, mais la démonstration 
que l’ensemble U est de puissance > 2*<" exige cette hypothèse. 

Il est à remarquer que s’il s’agissait seulement de démontrer 
l'existence (sans en donner un exemple effectif) d’un ensemble 
ordonné de puissance > 2>*“ qui soit formé de fonctions d’une va- 
riable réelle, on pourrait le faire sans l’hypothèse H, notamment 
en ne s’appuyant que sur le théorème de bon ordre de M. Zermelo. 

En effet, d’après le théorème de M. Zermelo, il existe un 
ensemble même bien ordonné, formé de toutes les fonctions d’une 
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variable réelle, et un tel ensemble est, comme on sait, de puis- 
sance 2^^°, donc de puissance > 2**». 

L’existence effective de la décomposition (1) implique aussitôt 
qu'en admettant l’hypothèse H on peut définir effectivement un en- 
semble bien ordonné de puissance du continu, formé de fonctions 
d’une variable réelle. 

Dans la théorie des ensembles analytiques on montre en 
outre qu’en admettant l’hypothèse H, on peut définir effectivement 
un ensemble bien ordonné de puissance 2**», formé de fonctions 
de Baire (d’une variable réelle) et dont les classes croissent d’une 
manière monotone ^). Or, même en admettant l’hypothèse H, nous 
ne savons pas définir effectivement aucun ensemble bien ordonné 
indénombrable, formé de fonctions de Baire de classes finies (ou, 
plus généralement, de classes bornées par un nombre a<Q). 

Il est à remarquer que sans l’hypothèse H on sait parfois 
définir effectivement un ensemble de nombres réels E et démon- 
trer qu’il n’est pas vide, sans qu’on sache toutefois définir effec- 
tivement aucun élément de E, sinon qu’en admettant l’hypo- 
thèse H ^). 

Ën effet, soit U un ensemble analytique universel, donné 
sur le plan, p. ex. l’ensemble construit par M. Lu sin ^). On obtient 
chaque complémentaire analytique linéaire, en coupant le complé- 
mentaire de U (par rapport au plan) avec une parallèle à l’axe O K 

Désignons par M l’ensemble de tous les nombres réels a 
tels que la droite x = a coupe le complémentaire U en un en- 
semble indénombrable de puissance < 2><» et par E l’ensemble 
égal à M, si l’ensemble M n’est pas vide, et égal à l’ensemble 
formé de nombre 0 seul, si l’ensemble M est vide. 


') Voir N. L U s i n, Annali Scuola Norm. Pisa, Ser. II, Vol. II, p. 271. 

*) Cf. W. Sierpiiiski, Sur les ensembles de points qu’on sait définir 
effectivement, Verh. des Intern. Math. Kongr. Zürich 1932, Bd. I, p. 281. 

’) Leçons sur les ensembles analytiques et leurs applications, Paris 1930, 
p. 146. 
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L’ensemble E est ainsi défini d’une manière effective et il 
est non vide (ce qui est évident sans avoir recours ni à l’hypo- 
thèse H, ni à l’axiome du choix). 

Cependant, nous ne savons nommer effectivement aucun élé- 
ment de E, sinon en admettant l’hypothèse H. Si l’hypotlièse H 
est vraie, l’ensemble M est évidemment vide et le nombre 0 est 
un élément de l’ensemble E. 



CHAPITRE VII. 


Hypothèse du continu généralisée. 

On entend par hypothèse du continu généralisée ou par «hypo- 
thèse de Gant or sur les alephs" l’hypothèse G^) suivante: 

G. Etant donné un nombre cardinal quelconque nt > Ko, U 
n’existe aucun nombre cardinal n tel que lu < n < 2'". 

On ignore jusqu’à présent si l’hypothèse G est vraie ou 
fausse, ou indépendante des axiomes de la Théorie des ensembles ^). 
Nous allons montrer (à l’aide de l’axiome du choix) que l’hypo- 
thèse G équivaut à la proposition G* suivante: 

Cr*^). Etant donné un nombre ordinal quelconque a, on a 

««fl = 2»«. 

1" G -> G*. Soit a un nombre ordinal donné. On a K„ <«afj 
et Ko, < 2**“- Or» h n’existe, comme on sait, aucun nombre cardi- 
nal n tel que l’on ait K„ < n < Ka+j. L’inégalité 2^“ < K^.^-! 
donc impossible et l’axiome du choix impliquant, comme on sait, 
la trichotomie, on en conclut que l’on a K^^i < 2**«. 

') que M. F. Hausdorff {Math. Ann. 65, 1908, p. 494) énonce d’une 
façon différente, mais équivalente à G (cf. A. T a r s k i, Fund, Math, VII, p. 10, 
renvoi *)). 

*) A. Tara ki, 1. c., p. 10. 

’) A. L i n d e n b a U m et A. T a r s k i, C. R. Soc. Sc. de Varsovie XIX 
(1926), p. 313. 
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Si on avait Sa+i < 2*^“, on aurait < 2^“, contraire- 

ment à l’hypothèse G. On a donc bien = 2^“, c. à d. l’hy- 
pothèse G*. 

2® G* ~^G. Soit m > Ko un nombre cardinal arbitraire. Il 
résulte de l’axiome du choix que m est un aleph. Soit m = 

En vertu de G* on a donc = 2'". Or, il n’existe, comme on 
sait, aucun nombre cardinal u tel que < n < c. à d. que 
ni < U < 2'”. On obtient donc l’hypothèse G, c. q. f. d. 

MM. Lindenbaum et Tarski ont démontré^) que l’hy- 
pothèse G équivaut à l’affirmation simultanée (produit logique) de 
la proposition G* et de l’axiome du choix. 

En outre, chacune des trois propositions suivantes équivaut 
à l’hypothèse G^): 

Proposition P'. Si n’est pas une somme de Kp nombres 
cardinaux plus petits que K^, donc (a > p), on a K» ? = 

Proposition Si a > p et K„ est une somme de Xp nombres 
cardinaux inférieurs à X», on a X^P = Xa^i. 

Proposition P^ Si <x< p, on a X^? = Xpf i. 

Une des plus faciles conséquences de l’hypothèse G est la 
suivante; 

Proposition C'-. L'inégalité m < n entraine l'inégalité 2'^'^ <2^^. 

En effet, lu et n étant deux nombres cardinaux tels que 
ni < n, on a 2"’ 2" (ce qu’on démontre sans l’hypothèse G). 

Si on avait 2'“ = 2", l’inégalité in<n et l’inégalité générale connue 
n < 2" donneraient m < it < 2'“, contrairement à l’hypothèse G. 
Par conséquent on a bien 2'" < 2". 

Il est à remarquer que la proposition réciproque à CS c. à d. 
que l’inégalité 2'" < 2" entraine l’inégalité ni < ii, se déduit sans 


') ibidem, p. 314. 

*) A. Tarski, Fund. Math. VII, p. 7, 9 et 10. 
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intervention de l’hypothèse G, directement de la trichotomie (qui 
résulte, comme on sait, de l’axiome du choix). 

En effet, soient ut et n deux nombres cardinaux tels que 
2'“ < 2”. Or, si l’inégalité ni < n était en défaut, on aurait par 
trichotomie m > n, d’où 2’" > 2", contrairement à l’inégalité admise. 
On a donc ni < n. 

Plusieurs conséquences de l’hypothèse G ont été déduites 
par M. A. Tarski, avant tout les propositions concernant les puis- 
sances des nombres cardinaux quelconques et les propositions 
sur la décomposition des ensembles en sous-ensembles presque 
disjoints^). Parmi ces dernières, notons la conséquence suivante 
de l’hypothèse G: 

Proposition C^. Quels que soient les nombres cardinaux ni So 
et n >- K,), aucun ensemble de puissance ni ne se laisse décomposer en > ni 
ensembles de puissance > n ayant deux à deux < n éléments communs. 

Il est remarquable qu’on ne sache établir cette proposition 
sans l’hypothèse Cf, même dans le cas le plus simple et le plus 
intuitif, où n = Xo ^). 

Une application de l’hypothèse G à l’Algèbre a été donnée 
par M. R e i n h 0 1 d B a e r ^). 

Etant donné un nombre ordinal ni Xo> appelons d’une façon 
générale hypothèse Cf„, l’hypothèse suivante; 

Cfj„. Il n'existe aucun nombre cardinal n tel que ni < n < 2"’' 

On démontre à l’aide de l’axiome du choix que Gx,, — H. 
Nous allons montrer que l’hypothèse G^k. est équivalente à cha- 
cune des deux propositions suivantes “): 

Voir p. ex. propositions et P^ p. 167. 

*) Fitnd. Math. XII, p. 201 et suivantes; Fiind. Math. XIV, p. 211 et 
suivantes. 

*) Voir A. Tarski, Fund. Math. XIV, p. 213. 

Journ. fur reine ii. angew. Math. 162 (1930), p. 132—133. 

cf. plus haut p. 4 et 5. 

®) W. S i e r p i h s k i, Fand. Math. XV, p. 1. 
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Proposition . Il existe une famille F d’ensembles linéaires 
telle que 

(i) des deux ensembles de la famille F un au moins est tou- 
jours une image continue de l’autre, 

(ii) tout ensemble linéaire est une image continue d’un (au 
moins) des ensembles de la famille F. 

Proposition . Il existe une famille F formée de 2^**’ en- 
sembles linéaires distincts et satisfaisant à ia condition (i). 
Démonstration. 1“ Admettons l’hypothèse 

et soit 

(1) £i, (!<?) 

une suite transfinie du plus petit type ordinal possible, formée de 
tous les ensembles linéaires. On voit sans peine que l’inégalité 
4 < entraîne (pour les nombres ordinaux J) l’inégalité ^ < 2^^’ 
où 4 désigne la puissance correspondant au nombre ordinal 
En vertu de l’hypothèse elle entraîne donc l’inégalité ^ < 2><''. 

J’ai démontré *) que pour toute famille 0 de puissance < 2*^% 
formée d’ensembles linéaires, il existe un ensemble linéaire X (0) 
tel que tout ensemble appartenant à 0 est une image continue 
de l’ensemble X (0). Soit 

( 2 ) ( 4 <?) 

une suite transfinie du type «p d’ensembles, définie par l’induction 
transfinie comme il suit. 

Posons //j = Etant donné un nombre ordinal «<?, soit 0„ 
la famille formée de tous les ensembles et on a. 
Comme « < tp, nous avons a < 2i<«, ce qui donne sans peine 0„ < 2^«, 
et nous pouvons poser = X (0^). 

La famille F de tous les ensembles (2) ainsi définis satisfait 
évidemment à la proposition . 

L’implication G^x, ^x, ainsi établie. 


*) Fund. Math. XIV, p. 234. 
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2® pI -* pI. Soit maintenant F une famille d’ensembles 
linéaires satisfaisant à la condition (ii) de la proposition . 

— oK ^ 

Il s’agit de montrer que F=2^ \ 

En effet, posons F = m. On a évidemment m < 2^**°. Or, tout 
ensemble linéaire admet, comme on sait, 2^» images continues: 
la famille de tous les ensembles linéaires qui sont des images 
continues d’un au moins des ensembles de la famille F a donc 
une puissance <2*** m et la condition (ii) donne tout de suite 
2^^' <; 2*^» ■ ni, d’où tu >- 2^^”. On a donc ni = 2^^°. 

Nous avons ainsi démontré que toute famille F d’ensembles 
vérifiant La proposition est de puissance 2^^‘, c. à d. satisfait 

à la proposition Pl . 

2 «' 

3® p1 ^ G Admettons qu’il existe un nombre cardinal n 

2^0 2 

tel que 

(3) 2»« < n < 

Soit F une famille vérifiant la proposition P^^ et désignons 
4)ar Pj une partie quelconque de F composée de n ensembles. La 
famille F^ de toutes les images continues des ensembles de la 
famille Pi aura donc la puissance <2^» n. D’après (3) on trouve 
sans peine 2^" ■ n = n < 2^*^'. Il existe par conséquent un ensem- 
ble E de la famille P qui n’appartient pas à Pj. 

Or, soit H un ensemble quelconque de la famille Pj. L’en- 
semble E n’appartenant pas à Pj, il s’en suit selon la définition 
de la famille Pj que E n’est pas une image continue de H. Les 
ensembles E ei H appartenant à la famille P, qui vérifié la pro- 
position P^ , H est une image continue de E. Ainsi tout ensem- 
ble de la famille Pj est une image continue de P. Cependant 
c’est impossible, la famille Pi étant formée de n > 2**« ensembles 
distincts. 

En conséquence, si ia proposition P^^ est vraie, il n’existe 
aucun nombre cardinal m satisfaisant aux inégalités (3), c. à d. 
que P*^ entraîne l’hypothèse Cfj».. 



Proposition 


171 


L’équivalence entre les propositions et est ainsi 

établie. 

Plusieurs conséquences ont été déduites de l’hypothèse 
(sans faire usage de l’axiome du choix) par M. M. Lindenbaum 
et T a r s k i (1. c,). On leurs doit aussi le théorème suivant: 

Les trois hypothèses G,,,, et 'G^^m impliquent que les nom- 
bres cardinaux m, 2'" et 2“^*” sont des alephs *). 

D’ailleurs, pour établir (sans l’aide de l’axiome du choix) que 
2t^« = Si, les deux hypothèses et sont suffisantes -). 

Trois propositions, dont chacune est équivalente à l’hypothèse 
G,|,, ont été données par M-lle S. Braun et par moi®). Notons 
encore la suivante: 

Proposition Pm. Tout ensemble de puissance 2"' est une somme 
d'ensembles croissants de puissance m. 

La démonstration que cette proposition équivaut à l’hypo- 
thèse G,„ est tout à fait analogue à celle de l’équivalence des pro- 
positions H et Pg (voir plus haut p. 23 et 24). 


') A. Lindenbaum et A. T a r s k i, 1. c., p. 314, proposition 89. 

2) I. c., proposition 92. Signalons encore le théorème suivant de 
M. T a r s k i (1. c., p. 310, proposition 72): 

S'il existe un nombre cardinal m tel que on a in = Ko (donc 

2»'* = Sa). 

Or, il n’existe aucun nombre cardinal lu tel que Su, = 2’". 

*) Fund, Math. XIX, p. 6, théorème IL 
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La majeure partie de ce livre était déjà imprimée quand j’ai 
reçu une lettre de M. N. Lus in (datée le 5 Mars 1934) où il me 
communique une nouvelle méthode permettant de démontrer sans 
l’hypothèse H plusieurs propositions qu’on ne savait démontrer 
jusqu’à présent qu’en s’appuyant sur cette hypothèse. En parti- 
culier, la méthode de M. N. L u s i n permet de résoudre sans faire 
appel à l’hypothèse H le problème de M. C. Kuratowski, en- 
visagé ici p. 116. Cette méthode peut être résumée comme il suit. 

Lemme. Etant donné un ensemble linéaire de deuxième caté- 
gorie Q situé dans un intervalle I, il existe un intervalle J (21 et deux 
sous-ensembles Qy et de Q. disjoints et dont chacun est partout 
de deuxième catégorie dans l'intervalle J. 

Démonstration. Soit un ensemble bien ordonné 

formé de tous les points de l’ensemble Q. C’est donc un ensem- 
ble de deuxième catégorie et il existe un nombre ordinal cp (comme 
on volt sans peine, <; cp O') le plus petit pour lequel l’ensemble, 

(1) = 

est de deuxième catégorie. 

Chacun des ensembles 

(2) 5„ = où. « < cp 

est donc de première catégorie et on peut poser pour tout a < cp 
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(3) ^ q:, 

n-\ 

où Qâ ^ = 1> 2, 3, ...) sont des ensembles non-denses. 

Posons pour les nombres ordinaux P<<p: 

(4) U^ = E[aa^E, flpcQ:]. 

«a 

D’après (2) on trouve sans peine pour P < «p 
£ - [5p + (ap)] -=£■[««£ E, ap c 5J 
et la formule (4) donne tout de suite, d’après (3); 

OO 

(5) £-[5a + (ap)]=^17S pour p < ?. 

n~\ 

L’ensemble E étant de deuxième catégorie et les ensembles 
(2) étant de première catégorie pour « < cp, on conclut que les 
ensembles (5) sont de deuxième catégorie. En vertu de (5) il existe 
donc pour tout nombre ordinal P < «p un nombre naturel rtp le 
plus petit pour lequel l’ensemble t/p est de deuxième catégorie. 
Posons pour n naturels 

(6) E„ = E [a^ Ç.E, = «]; 

«fi 

nous aurons évidemment 

oo 

( 7 ) E = E En. 

■ n.^\ 

L’ensemble E étant de deuxième catégorie, il existe le plus 
petit indice naturel m tel que l’ensemble Em est de deuxième 
catégorie. 

Soit maintenant 

(8) /j, /j, A, ••• 

une suite infinie formée de tous les intervalles aux extrémités 
rationnelles. 

Considérons un nombre ordinal p tel que flp e Em. D’après (6) 
on a donc n^ = m et il résulte de la définition du nombre «p que 
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l’ensemble est de deuxième catégorie, donc partout de deuxième 
catégorie dans un certain intervalle. 11 existe par conséquent le 
plus petit nombre naturel tel que l’ensemble est partout 
de deuxième catégorie dans l’intervalle Ip^, 

Posons pour p naturels 

(9) Ei = E € E„, p^ =p]; 

"P 

nous aurons évidemment 

( 10 ) E^ = E EL 

p=i 

L’ensemble Em étant de deuxième catégorie, il existe d’après 
(10) le plus petit nombre naturel q tel que l’ensemble Em est de 
deuxième catégorie, donc partout de deuxième catégorie dans un 
certain intervalle /'. 

Les ensembles (a < <p) étant non-denses, il existe pour 
tout a < cp un nombre naturel qui est le plus petit de tous ceux 
pour lesquels on a 

( 11 ) et Q':ir^ = 0. 

Posons enfin pour r naturels 

(12) Hr = E [ûa € EIç, r„ = rj; 

«a 

nous aurons évidemment 

(13) El, - Ê Hr. 

r=l 

Or, l’ensemble E est partout de deuxième catégorie dans 1,. 

En effet, l’ensemble Eh étant de deuxième catégorie, donc 
non vide, il existe un nombre ordinal p tel que e EL et on a 
d’après (9) (pour p = q) p^ — q, de sorte que selon la définition de 
p^ l’ensemble UÇ, qui d’après (4) est contenu dans E, est partout 
de deuxième catégorie dans l’intervalle Ip^ = Iq. 

Ainsi l’ensemble E est partout de deuxième catégorie dans 
Iq. Nous en concluons en vertu' de (13) qu’il existe un nombre 



Supplément. 


176 


naturel 5 et un intervalle J (Z Ig tels que l’ensemble Hs est par- 
tout de deuxième catégorie dans J. 

D’après (13) on a évidemment Hs C 

Or, nous allons montrer que l’ensemble E — Hs est aussi 
partout de deuxième catégorie dans J. 

En effet, l’ensemble Hs étant non vide (en tant que de 
deuxième catégorie), considérons un élément € Hs, D’après (12) 
on a donc = s, d’où selon la définition de la formule (11), 
qui entraîne Is G L’ensemble Eh étant partout de deuxième 
catégorie dans /', il en résulte que Eh est aussi partout de deuxiè- 
me catégorie dans l’intervalle h. Considérons donc un élément 
ai e Eh Is, En vertu de (9) nous avons donc ai e E^ et pi = q. 
D’après la définition de pp nous en concluons que l’ensemble Ui 
est partout de deuxième catégorie dans Ip^ = Iq et par suite aussi 
dans y, puisque J G Ig- 

En posant Qi = Hs et Qi = Ui, il reste donc à montrer que 

(14) i/r Hs = 0. 

Supposons à ce but que l'égalité (14) soit en défaut: il existe- 
rait donc un élément n'a tel que 

(15) e U-: Hs, 

d’où a^ € Ui et, d’après (4), 

(16) ai € Q:, 

Or, on a selon (11) 

(17) 

D’autre part, il résulte de (15) que a„ c Hs, ce qui donne 
d’après (12) l’égalité = s. La formule (17) donnerait en consé- 
quence Qa Is = 0, d’où selon (16) ai non-t h contrairement à la défi- 
nition de Oi. 

La formule (14) se trouve ainsi établie. Les ensembles 
= Hs et Q 2 = Ui sont par conséquent deux sous-ensembles 
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disjoints de l’ensemble E, donc aussi de l’ensemble Q D Enfin, 
il sont partout de deuxième catégorie dans l’intervalle J, c. q. f. d. 

Ce lemme permet facilement de conclure que Q étant un 
ensemble partout de deuxième catégorie dans un intervalle I, on 
peut diviser I en un nombre fini d’intervalles partiels de longueur 
aussi petite qu’on le veut et de trouver dans chacun de ces 
intervalles partiels un sous-intervalle J et deux sous-ensembles 
de Q, disjoints et dont chacun est partout de deuxième catégorie 
dans J. En répétant ce procédé indéfiniment (pour les intervalles 
qui restent après la suppression dans / des intervalles partiels), 
on arrive à une suite infinie d’intervalles disjoints J^, J^, Ji , ... dont 
la somme est dense dans I et tels qu’il existe pour tout n naturel 
deux sous-ensembles Qô et Qn de Q situés dans J„, disjoints et 
dont chacun est partout de deuxième catégorie dans Jn- Les 
ensembles 

oo oo 

Q'^ZQ'n et Q"=EQn 

n~l n—\ 

sont évidemment deux sous-enserables de Q, disjoints et dont 
chacun est partout de deuxième catégorie dans l’intervalle /, ce 
qui résout le problème deM. Kuratowski. 

Ainsi, la méthode de M. Lusin permet de démontrer sans 
faire appel à l’hypothèse H le théorème suivant: 

Théorème 1. Tout ensemble linéaire qui est partout de deu- 
xième catégorie dans un intervalle donné est une somme de deux 
ensembles disjoints de même nature. 

Il s’en suit sans peine de ce théorème que tout ensemble 
linéaire qui est partout de deuxième catégorie dans un intervalle 
donné est la somme d’une infinité dénombrable d’ensembles disjoints 
de même nature. Or, nous ne savons pas démontrer, à moins 
de faire appel à l’hypothèse Cgi, que tout ensemble linéaire de 
deuxième catégorie est la somme d’une infinité indénombrable 
d’ensembles disjoints dont chacun est de deuxième catégorie (cf. 
la proposition C 82 , p- 159). 
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La démonstration du théorème 1 s’applique, comme on l’aper- 
çoit aisément, aux ensembles situés dans un espace métrique 
séparable quelconque (lorsqu’on remplace les intervalles par les 
sphèj^es). Or, il est à remarquer que, même en admettant l’hypo- 
thèse H, nous ne savons pas répondre à la question si le théorè- 
me 1 est vrai ou non pour les ensembles situés dans un espace 
métrique quelconque (non séparable). 

Voici encore une conséquence du théorème 1 (qu’on en tire 
sans faire appel à l’hypothèse H)'. 

Théorème 2. Tout ensemble linéaire E de deuxième catégorie 
contient un sous-ensemble qui n'est pas un produit de E et d'un 
ensemble mesurable (B) ‘). 

Démonstration. Soit E un ensemble linéaire de deuxième 
catégorie: l’ensemble E est donc partout de deuxième catégorie 
dans un certain intervalle J. En vertu du théorème 1 on a 
EJ = E^-\- E 2 , où E^ E 2 = 0, chacun des deux ensembles étant 
partout de deuxième catégorie dans J. 

Or, l’ensemble Ei satisfait à la thèse du théorème. En effet, 
supposons que E^ — EQ où Q est un ensemble mesurable (B). 
On aurait donc Q D A et Q serait partout de deuxième catégorie 
dans J. Cependant, l’ensemble Q est mesurable (B); son complé- 
mentaire CQ est donc de première catégorie dans J. Par conséquent 
l’ensemble E^ = EJ — E^ = E {J — Q) — EJ CQ devrait être de pre- 
mière catégorie, contrairement à la définition de E^. 

Le théorème 2 est ainsi démontré. 11 peut être évidemment 
exprimé aussi comme il suit: 

Tout ensemble linéaire de deuxième catégorie est une somme 
de deux ensembles disjoints non séparables (B) 

ou encore: 

Il existe sur tout ensemble linéaire de deuxième catégorie une 
fonction (réelle) qui n’est pas une fonction de Baire sur lui (Novikoff). 


‘) Cf. le résultat de M. L u s 1 n mentionné p. 111. 
W. Sierpiùski, Hypothèse du continu. 
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CHAPITRE I. Propositions équivalentes à l’hypothèse du continu. 

Pi, L’ensemble de tous les points du plan est une somme de deux 
ensembles dont Tun est au plus dénombrable sur toute parallèle à l’axe 


d’ordonnées et Tautre est au plus dénombrable sur toute parallèle à l’axe 
d’abscisses 9 

Pj;. Le plan est une somme d’une infinité dénombrable de courbes, 11 

L’espace à trois dimensions est une somme d’une infinité 
dénombrable de courbes 12 


Pjj. 11 existe une suite infinie de fonctions univoques d’une va- 
riable réelle /i(jc), /^(x), W, ... telle que, quel que soit l’ensemble non 
dénombrable N de nombres réels, toutes les fonctions de la suite, sauf 
peut être un nombre fini, transforment N en ensemble de tous les nom- 


bres réels 12 

P^a. Il existe une fonction d’une variable réelle f {x) à une infi- 
nité dénombrable de valeurs (c. à d. faisant correspondre à tout nombre 
réel X un ensemble dénombrable f(x)) qui transforme tout ensemble in- 
dénop^brable de nombres réels en ensemble C de tous les nombres réels. 15 


ïï existe un système d’ensembles (où i est un nombre 
nflSWfel et X un nombre réel) tel que 


1) 

C — I! 

xe.t 

pour 

i= 1,2,3, 

2) 

AiA‘y ==0 

pour 

+ y, i = 


et que 

3) N étant un ensemble indénombrable quelconque de nombres réels, 
il existe un nombre naturel p tel que pour i^p et pour tout 

nombre réel x l’ensemble N • est non vide 15 

P^a, Il existe un système d’ensembles où / = 1, 2, 3, ... et x 
parcourt tous les nombres réels, qui satisfait aux conditions 1) et 2) de 
la proposition P4 et à la condition suivante: 
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3 «) Quel que soit le nombre réel jc, l’ensemble ^ ^ Al est au 

/-=! ^ 

plus dénombrable 18 

P5. Il existe une suite infinie de fonctions d’une variable réelle 
/i W» /2W, /sW) 'M telle que, quelle que soit la suite infinie de nombres 
réels 3/1, ••• » à toute valeur de x, sauf peut-être pour un ensemble 

au plus dénombrable de valeurs (et qui dépend de la suite .Va» •••)) 
correspond une suite infinie croissante d’indices (dépendant 

de X et de la suite 3^1, 3^2» — ) Qui satisfont à l'égalité 

pour / = 1, 2, 20 

P^a, 11 existe une suite infinie de fonctions d’une variable réelle 
••• telle que, quel que soit le nombre réel 3^, la suite 
/iW) ••• contient pour toute valeur de x^ sauf peut-être pour 

un ensemble au plus dénombrable de valeurs (et qui dépend de 3/), une 
infinité de termes égaux k y 22 

P^b . Il existe une famille F de puissance du continu de suites 
infinies de nombres réels telle que 3^2, 3^3, — étant une suite infinie 
quelconque de nombres réels, l’ensemble de toutes les suites x^, x^y x -^^ ... 
de la famille pour lesquelles on a x^^d^y^^, quel que soit /? = 1 , 2 , 3 , ... , 


est au plus dénombrable 22 

P,,. L’ensemble de tous les nombres réels est une somme d'en- 
sembles croissants dénombrables 23 

P;. Il existe un ensemble analytique linéaire qui n’est pas une 
somme de moins de 2^*" ensembles mesurables (B) 24 


Ps. Soit E un ensemble (formé d'éléments quelconques et 0 
une famille de puissance 2 ^'" de sous-ensembles de F telle que E n'est 
pas une somme de Ko ensembles de la famille (P et d’un ensemble au 
plus dénombrable; dans ces conditions E contient un ensemble indénom- 
brable N qui n’admet avec tout ensemble de la famille cp qu’un ensem- 
ble au plus dénombrable d’éléments communs 25 

Pf^a. Soit P une propriété des ensembles de nombres réels assu- 
jettie aux conditions: 

1 ) P est une propriété héréditaire, 

2 ) P est une propriété absolument additive, 

3 ) Tout ensemble formé d’un nombre réel jouit de la propriété P, 

4 ) Il existe une famille 0 de puissance 2 ^® d’ensembles de nom- 
bres réels jouissant de la propriété P et telle que tout en- 
semble de nombres réels jouissant de cette propriété est con- 
tenu dans un (au moins) des ensembles de la famille 0; 

alors chaque ensemble E de nombres réels qui ne jouit pas de la pro- 
priété P contient un sous-ensemble non dénombrable N ayant tout au 
plus une infinité dénombrable de points communs avec tout ensemble 
jouissant de la propriété P 28 

P9. Deux affirmations suivantes sont vraies à la fois: 

(K) Tout ensemble linéaire de puissance inférieure à celle du 
continu est de première catégorie de Baire, 

(L) Il existe un ensemble linéaire N de puissance du continu qui 

admet un ensemble au plus dénombrable de points communs avec cha- 
que ensemble (linéaire) parfait non-dense 29 

PÿO, Deux affirmations suivantes sont vraies à la fois: 

(ilf) Tout ensemble linéaire de puissance inférieure à celle du 
continu est de mesure nulle, 
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(S) Il existe un ensemble linéaire N de puissance du continu qui 
admet un ensemble au plus dénombrable de points communs avec cha- 
que ensemble de mesure nulle 31 

PiQ. Il existe dans l’espace de Hilbert un ensemble indénombrable 
de points, dont aucun sous-ensemble indénombrable n’est homéomorphe 
à une partie d’un espace euclidien , 32 

Pu. Aucun ensemble de puissance n’est une somme de plus 
que Kl ensembles infinis ayant deux à deux un nombre fini d’éléments 
communs 33 

CHAPITRE II. L’ensemble de M. Lusin. 

§ 1. Proposliton 

Cl. Il existe un ensemble linéaire N de puissance du continu qui 
admet un ensemble au plus dénombrable de points communs avec tout 
ensemble (linéaire) parfait non-dense 36 

§ 2. Propriétés L et C 37 

§ 8 . Fonctions définies sur les ensembles à propriété L 38 

§ 4. Propriété M 48 

§ 5. Conséquences C 2 ”'C 9 de la proposition Ci* 

Cj. Il existe un ensemble linéaire de puissance du continu qui 
est transformé par toute fonction de Baire d’une variable réelle en un 
ensemble jouissant de la propriété C 49 

C 3 . Il existe un ensemble linéaire de puissance du continu, dont 
toute image continue est de mesure nulle 49 

II existe un ensemble linéaire de puissance du continu, dont 
toutes les images homéomorphes sont de mesure nulle 49 

C 4 . La famille de tous les ensembles linéaires parfaitement me- 
surables est de la puissance 2 ^^" 50 

Cr,. Il existe un ensemble linéaire E de puissance du continu et 
tel que l’intervalle linéaire n’en est pas une image continue 51 

Ce,. Il existe un ensemble linéaire de puissance du continu, dont 
aucun sous-ensemble indénombrable ne jouit de la propriété de Baire 
relativement à l’intervalle (donc, dont tout sous-ensemble indénombrable 
est de deuxième catégorie) 51 

C 7 . II y a des ensembles de nombres réels sur lesquels il existe 
des fonctions de Baire des classes 0, 1 et 2, mais sur lesquel il n’existe 
aucune fonction de Baire de classe 3 1 . 52 

Cf,, Il existe une fonction f{x) continue sur un ensemble linéaire 
Q de puissance du continu, mais qui n’est uniformément continue sur 
aucun sous-ensemble indénombrable de Ç 52 

C 9 . Il existe une suite infinie convergente de fonction d’une va- 
riable réelle fi(x),fi{x).fi(x)y... qui convergent non uniformément sur 
tout ensemble indénombrable 52 

§ 6 . Equivalences entre les conséquences C 9 , Cio? Cn et Ci 2 . 

CiQ, II existe une suite infinie de fonctions d’une variable réelle 
f^(x) (m = 1, 2, 3, ...) et une suite double de fonctions d’une vapiable ré- 
elle fnix) (m = 1, 2, 3, ... ; /z = 1, 2, 3, ...), telles que 



Sommaire. 


185 


(i) lim/”(jr)=/'"(jc) pour m = 1, 2, 3, , 

(ii) litn /'”(jc) = 0, 

et que, quelles que soient la suite infinie croissante de nombres natu- 
rels mi <C /Wg < Wj <C ... et la suite infinie d’indices «i, Wg, , 

(iii) l’égalité lim f^Mx) = 0 ne se présente que tout au plus pour 

une infinité dénombrable de valeurs de jc 53 

Cil. Il existe une double suite d’ensembles telle que 

(I) £ == + ^2 + - + ^ = 1) 2, ... , 

(II) les ensembles d’une même (/-ème) ligne sont disjoints, 

(III) quelle que soit la suite d’entiers positifs /^i, ^ 2 , , le produit 

/7 (fij + ^ 2 -f ... + ) est au plus dénombrable 53 

/— 1 ^ 

C 12 . Etant données deux suites infinies différentes de nombres 
naturels S = {k^ et T = {n^}, convenons d’écrire T <î S, lorsque 
pour tout / = 1,2, ... ; ceci posé, il existe une famille F de la puissance 
2^0 ayant pour éléments certaines suites infinies de nombres naturels 
et satisfaisant à la condition: pour chaque suite infinie 5 de nombres 
naturels (qu’elle appartienne k F ou non), l’ensemble de toutes les sui- 
tes T de F différentes deux à deux et telles que T<^S est au plus 
dénombrable 53 


§ 7. Origines et applications des propositions Cg — Ci 2. 


59 


§ 8, Proposition CJ et son équivalence avec Ci. 


Cf II existe une suite double d’ensembles qui satisfait aux con- 
ditions (I) et (II) de la proposition Cn et à la condition suivante: 

(III*) quelle que soit la famille complète de suites 3, l’ensemble 


(î 


ni . . ni 


où la sommation s’étend à toutes les suites (/7i, ... , n^) de la famille 

est au plus dénombrable 
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§ 9. Conséquences C13 et Cm de C^ 

C13. Il existe une suite infinie <Pi(x), f2(-^)j ••• ée fonctions 

d’une variable réelle telles qu’étant donnée une suite infinie croissante 
quelconque d’indices /Wi < /Wj < < ... , l’ensemble de tous les nombres 

réels X pour lesquels la limite (finie ou infinie) lim (x) existe est au 


/frrocj h 

plus dénombrable 62 

C14. Il existe un ensemble linéaire qui jouît de la propriété M et 
qui n’est pas un 63 

§ 10. Ensembles toujours de I-re catégorie 63 

§ 11. Proposition C^, et ses conséquences ^16 ^19* 


C15. Il existe un ensemble linéaire K de puissance du continu, 
toujours de première catégorie et qui est une image continue et biuni- 
voque d’un ensemble jouissant de la propriété L 68 
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C,6. Il existe une ensemble linéaire K de puissance du continu, 
toujours de première catégorie et qui jouit de la propriété C 

C17. La famille de tous les ensembles linéaires qui sont toujours 

.Ko 

de première catégorie est de puissance 2 

CiR. La famille de tous les ensembles linéaires qui jouissent de 

la propriété de Baire est de puissance 2 

CiÇ). La famille de toutes les fonctions d'une variable réelle qui 

.Ko 

satisfont à la condition de Baire est de puissance 2 

§ 12. Images géométriques de fonctions. Fonctions superposées. 
Proposition C20 et ses conséquences C^i ~ C24. 


C-^o- 11 existe un ensemble linéaire K situé sur Taxe d’ordonnées 
et jouissant de la propriété de Baire (même un ensemble toujours de 
première catégorie) tel que l’ensemble plan 5 formé de toutes les paral- 
lèles à l’axe d abscisses qui passent par les points de K ne jouit pas de 
la propriété de Baire 71 

^21- Il existe une fonction (d’une variable réelle) qui satisfait à la 
condition de Baire, mais dont l’image géométrique ne jouit pas de la 
propriété de Baire 72 

C22. Une fonction continue de deux fonctions (d’une variable réelle) 
satisfaisant à la condition de Baire peut (comme fonction de deux va- 
riables réelles) ne pas satisfaire à la condition de Baire 73 

C23. 11 existe une fonction continue de variable réelle transfor- 
mant d’une façon biunivoque un certain ensemble dépourvu de la pro- 
priété de Baire en un ensemble qui est toujours de première catégorie. 74 

C24. Il existe une fonction de variable réelle qui ne satisfait pas 
à la condition de Baire et qui est une fonction satisfaisant à la condi- 
tion de Baire d’une fonction continue 75 


CHAPITRE 111. Applications aux relations entre catégorie et 
mesure* 

i; 1 . Proposition (C^r, ^) sur la dualité entre première catégorie 

et mesure nulle. Conséquence C20 (C2,«). 


C25. 11 existe une fonction biunivoque f (x) définie dans l’ensem- 
ble (S de tous les nombres réels, telle que /((':) = d et qui transforme 
chaque ensemble EQ<t de première catégorie en ensemble f(E) de me- 
sure nulle, tandis que sa fonction inverse f~\x) transforme, récipro- 
quement, tout ensemble EQà de mesure nulle en ensemble f~^(E) de 
première catégorie 77 

La famille de tous les ensembles linéaires de première ca- 
tégorie et celle de tous les ensembles linéaires de mesure nulle sont 
semblables 80 

CiQ, Il existe un ensemble linéaire N de puissance du continu qui 
a un ensemble au plus dénombrable de points communs avec tout en- 
semble linéaire de mesure nulle . 80 

C2C0. Il existe un ensemble plan N de puissance du continu dont 
tout sous-ensemble indénombrable est non mesurable superficiellement 
(au sens de L e b e s g u e) . . . 81 


68 

69 

69 

69 
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§ 2. Propriété S. Dualité entre L et S. Conséquences C 27 C^o* 


C^r- Pour qu’un ensemble linéaire E contienne un sous-ensemble 
indénombrable N jouissant de la propriété L, il faut et il suffit qu’il 
soit de deuxième catégorie de Baire . 81 

C28. Pour qu’un ensemble linéaire contienne un sous-ensemble 
indénombrable jouissant de la propriété S, il faut et il suffit qu’il 
soit de mesure extérieure positive 82 

C29. Si toute fonction mesurable d’une variable réelle transforme 
un ensemble linéaire donné E en ensemble de première catégorie, Pen- 
semble E jouit de la propriété S 85 

Cao- Il existe un ensemble linéaire de puissance du continu que 
toute fonction mesurable d’une variable réelle transforme en ensemble 
toujours de première catégorie 86 

Cgi- Il existe un ensemble linéaire de puissance 2^’ dont toute 
image continue est un ensemble toujours de première catégorie ... 86 

C;,2. Tl existe un ensemble linéaire de puissance du continu dont 
tout sous-ensemble indénombrable est non mesurable 87 

C33. Il existe une fonction d’une variable réelle qui transforme 
tous les ensembles linéaires indénombrables en ensembles non mesurables. 88 

Il existe une fonction d’une variable réelle qui transforme 
tous les ensembles linéaires indénombrables en ensembles de deuxième 
catégorie 88 

Cgv II existe deux ensembles linéaires de puissance du continu 
dont aucun ne peut être transformé dans l’aulre par une fonction de 
Baire d’une variable réelle 89 

Cgr,. Il existe un ensemble qui est à la fois non mesurable et tou- 
jours de première catégorie 89 

Ç,7. Il existe un ensemble non mesurable jouissant de la propriété 
de Baire 89 

Cgs. 11 y a des ensembles indénombrables (de nombres réels) sur 
lesquels il n’existe aucune fonction de classe 2 91 

Cgç). Il existe un ensemble plan de mesure linéaire infinie, dont 
chaque sous-ensernble est mesurable en mesure linéaire d’ensembles plans. 92 

^40* Il existé un ensemble linéaire de mesure extérieure positive 
et de deuxième catégorie, dont toute image continue linéaire est un 
ensemble totalement imparfait 93 

^ 3. Propriété Conséquences Cji ~ C4,,. 

C41. Il existe un ensemble linéaire de puissance du continu qui 
jouit de la propriété À 94 

C42. Il existe un ensemble linéaire qui contient une suite trans- 
finie de puissance du continu de sous-ensembles croissants qui sont à la 
fois des F et des relativement à lui 95 

G 0 

C43. Il existe un ensemble linéaire toujours de première catégorie 
qui ne jouit pas de la propriété X 96 

C44. Il existe une fonction d’une variable réelle qui ne satisfait 
pas à la condition de Baire et dont l’image géométrique jouit de la pro- 
priété de Baire 97 

C45. Tout ensemble linéaire est une image biunivoque et continue 
d'un ensemble linéaire qui jouit de la propriété X . . . , 98 
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Cm, La propriété de Baire des ensembles linéaires n’est pas in- 
variante relativement aux transformations continues et biunivoques . . 98 

§ 4 . Conséquence C47 sur les types de dimensions de M. F r é c h e t. 

C47. Il existe deux ensembles indénombrables linéaires Ni et 
tels qu’aucun ensemble linéaire non dénombrable E n’est d’un type de 
dimensions (au sens de M. Fréchet) qui soit à la fois plus petit que 
ceux de et de /V2 99 

CHAPITRE IV. Autres conséquences de Phypothèse du continu. 

§ 1. Décompositions du plan. Conséquences et C49 de Pi» 

Cm. Il existe une fonction de variable réelle f(x) telle que le plan 
est une somme d’une infinité dénombrable d’ensembles dont chacun est 
superposable avec l’ensemble de tous les points de la courbe 3 / =/(^) . 100 

C4J). Il existe un ensemble plan E tel que toute droite parallèle 
à l’axe d’ordonnées rencontre l’ensemble E dans un ensemble linéaire 
de points de mesure nulle et toute droite parallèle à l’axe d’abscisses recon- 
tre le complémentaire de E dans un ensemble linéaire de mesure nulle . 108 

§ 2. Conséquences C^yQ^ Cry^ de P\ {P\^)- 

Cfy 0 > Il existe une suite infinie de fonctions d’une variable réelle 
fiMi ••• Qui ne prennent que deux valeurs 0 et 1 et qui sont telles 
que, quelle que soit la suite infinie croissante d indices rrii < m.^ < m., < ... , 
la suite infinie u’est convergente que pour un en- 
semble au plus dénombrable de valeurs de x 104 

C 51 . Il existe deux suites infinies d’ensembles et {///f telles que 

1 ) = El -f- Ni pour tout / = 1 , 2, 3, ... 

2) El Hi = 0 pour f = 1, 2, 3, ... , 

3) N étant un ensemble indénombrable quelconque de nombres 
réels, il existe un nombre naturel p tel que l’on a 

NEi^Q et N H 1^0 pour tout 105 

Etant donnés un ensemble quelconque Q de nombres réels 
et une famille arbitraire 0 de sous-ensembles de Q assujetie à la condition: 

(^) toute famille de sous-ensembles disjoints (non vides) 
de Q qui appartiennent à 0 est au plus dénombrable, 
il existe toujours une suite infinie Æ*,, ^' 3 , fg, ... de sous-ensembles de Q 

00 

n’appartenant pas à 0 et tels que l’ensemble Q — S E^^ est au plus 
dénombrable 106 

§ 3 . Mesure et catégorie. Conséquences Cyi C57 de C52. 

^3- Etant donné un ensemble Q quelconque de nombres réels, 
il n’existe aucune fonction m (E) qui fasse correspondre à chaque sous- 
-ensemble E de Q un nombre réel (fini) m {E) conformément aux condi- 
tions suivantes: 

1 ) m (E) ne s’annule pas identiquement pour tous les sous- 
-ensemblès E de (?, 

2 ) m \ ^ eA m (Efj\ quelle que soit la suite infinie E^ E ^, ... 
de sous-ensembles disjoints de Q, 
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3) m(£) = 0 pour tout sous-ensemble E de Q composé d’un seul 
élément . 107 

C 54 . Tout ensemble linéaire de mesure extérieure positive contient 
une infinité indénombrable de sous-ensembles disjoints de mesure 
extérieure positive . . . . 109 

^55* Tout ensemble linéaire de deuxième catégorie de Baire con- 
tient une infinité non dénombrable de sous-ensembles disjoints dont 
chacun est de deuxième catégorie de Baire 110 

Tout ensemble linéaire Q de mesure extérieure positive con- 
tient un sous-ensemble qui n’est pas mesurable relativement à Q . . . 110 

C 57 . Quel que soit l’ensemble linéaire de mesure extériure positive, 
il existe une fonction réelle définie sur lui et n’admettant aucun pro- 
longement à une fonction mesurable de variable réelle 111 

Tout ensemble linéaire Q de deuxième catégorie contient un 
sous-ensemble qui n’est pas un produit de Q et d’un ensemble jouissant 
de la propriété de Baire (relativement à la droite) 112 

Quel que soit l’ensemble linéaire de deuxième catégorie, il 
existe une fonction réelle définie sur lui et qui n’admet aucun prolonge- 
ment à une fonction de variable réelle satisfaisant à la condition de Baire. 113 

§ 4 . Conséquences Qo Coi de rhypotliése H, Ensembles croissants. 


Tout ensemble linéaire qui est partout de deuxième catégorie 
est une somme d’infinité indénombrable d’ensembles disjoints qui sont 
aussi partout de deuxième catégorie 115 

C,ji- Etant donnée une famille F de puissance <! 2^'" de fonctions 
d’une variable réelle, il existe toujours une fonction d'une variable réelle 
^(a:) telle que pour toute fonction f{x) de la famille F l’ensemble des x 
réels qui satisfont à l’équation f{x) = g{x) est au plus dénombrable . . 117 

Cq 2 - Il existe une fonction de variable réelle qui est discontinue 
sur tout ensemble non dénombrable 118 

Q)3* Il existe une suite transfinie décroissante de puissance du 
continu formée d’ensembles linéaires F distincts . . . . 120 

G 

.Xo 

Cgi. Il existe une famille de puissance 2 d’ensembles croissants 
de nombres réels 120 


§ 5 . Ensembles presque disjoints. Conséquences ^65 ^70 (^70^) de H. 

Il existe une famille F de puissance 2“ d'ensembles de nom- 
bres réels de puissance 2 ^®, telle que deux ensembles (différents) de la 
famille F ont toujours un ensemble au plus dénombrable d’éléments 

communs 123 

JH. . . ' 

Il existe une famille 0 de puissance 2 d'ensembles liné- 
aires non mesurables qui ont deux à deux un ensemble au plus dénom- 
brable de points communs 126 

0 ^ 7 . Il existe une décomposition de l’intervalle 9 = [0 .v <; 1 ] 

oKo 

en 2 ensembles qui sont de mesure extérieure 1 , de deuxieme caté- 
gorie dans tout intervalle et qui n’ont deux à deux qu’un ensemble au 
plus dénombrable de points communs . 127 

Cgg. Il existe parmi les ensembles linéaires indénombrables un 
ensemble K de première catégorie que chaque translation le long de la 
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droite transforme en lui-même, abstraction faite tout au plus d’une infi- 
nité d,énombrable de points 130 

Ceo- Il existé parmi les ensembles linéaires indénombrables un 
ensemble yVf de ilfesure nulle que chaque translation transforme en 
lui-même, si l’on en néglige tout au plus un ensemble dénombrable 
de l)pints . 132 

Cro- Il existe un ensemble linéaire non * mesurable que chaque 
translation tréi^lorme en lui-même, abstraction faite d’un^^hserable au 
plus dénom points 135 

^70 ^'^f^ISte parmi les fonctions d’une variable réelle une fon- 
ction non^mesiirable telle que chaque nombre réel est sa presque- 
•période 135 

§ 6. Images par fonctions de Baire. Conséquences Cn - Cr , 
de rhypothèse H» 

Cn- F étant une famille de puissance 2^*' d’ensembles linéaires 
de puissance 2^*" et 0 une famille de puissance 2^" de fonctions mesu- 
rables d’une variable réelle, il existe un ensemble linéaire E de puis- 
sance 2^" tel que pour toute fonction ^ (jc) de la famille 0 l’ensemble 
(£) ne contient aucun ensemble de la fam'ille F ... 135 

C;^. F étant une famille de puissance d’ensembles linéaires de 
puissance 2^% il existe un ensemble linéaire F de puissance 2^° tel que 
pour toute fonction de Baire f (x) d’une variable réelle l’ensemble «p {F) 
ne contient aucun ensemble de la famille F 138 


F étant une famille de puissance 2 ^" d’ensembles linéaires 
de puissance 2 ^s il existe toujours un ensemble linéaire E de puissance 
2^° dont les images obtenues par des fonctions de Baire définies dans 
E ne contiennent aucun ensemble de la famille F 138 

C;;). Il existe une famille F formée de ensembles linéaires de 
puissance 2 ^° et telle que de deux ensembles distincts quelconques de 
cette famille aucun ne s’obtient par une fonction de Baire comme une 
image de l’autre 139 

Cj-,,. Il existe une classe de puissance 2^’ formée de familles diffé- 
rentes d’ensembles linéaires et dont chacune est invariante envers les 
transformations par fonctions de Baire 14o 


§ 7 . Ensemble ordonné universel. Conséquences C75 et C7,, de H, 

C 7 r,. Il existe un ensemble ordonné U de puissance 2^' tel que 
tout ensemble ordonné de puissance 2 ^® est semblable à un sous-ensemble 
de ê/ 144 

C 7 G. En convenant pour deux suites infinies de nombres natu- 
rels A = et B = d’écrire A <‘^ B, lorsqu’il existe un i naturel 
tel que pour l’ensemble 5 de toutes les suites infinies de 

nombres naturels contient un ensemble S de 2 ^® suites, bien ordonné 
d’après la relation <J et ayant la propriété suivante: étant donnée une 
suite infinie quelconque A (appartenant ou non à S) de nombres natu- 
rels, il se trouve dans S une suite B telle que A B 145 

% 

§ 8. Complémentaires d^ensembles analytiques. Conséquences 
C77 et C7R de rhypothèse H, 

C 77 . 0 étant une famille quelconque de puissance du continu 
d’ensembles indénombrables (formés d’éléments arbitraires), il existe 
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dans chaque ensemble indénombrable N un sous-ensemble indénombrable 
No qui ne contient aucun ensemble de la famille 0 . 146 

Crs* Tout ensemble liné*aire indénombrable admet sous-ensem- 
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